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SULLE CURVE ALGEBRICHE
CONTENENTI SERIE AUTORESIDUE
RISPETTO ALLA SERIE CANONICA.

Nota di Gino Fano

(Adunanza del 26 giugno 1930)

Sunto. — Nella prima pavte della Nota vengono determinati alcuni
tipi di curve di genere 5 contenenti serie lineari g autoresidue; in
particolare una Cg8 di S, contenente sei diverse g,! autoresidue, valen-
dosi di considerazioni sui coni contenuti nella rete di quadriche di cui
la C8 & base. Seguono considerazioni sulla varieta degli spazi cui ap-
partengono i gruppi di una g;_i autoresidua su una curva canonica,

con particolare riguardo ai casi »r =2 e r == 3.

1. Una curva di genere p a moduli generali contiene
. . C ey 1
. re, se 3, delle serie lineari li d
sempre, p >3, (specia )gp_i, a due a
due mutuamente residue rispetto alla serie canonica; ma non
contiene delle gp--4 autoresidue di dimensione >> 0. L’ esistenza
di una Joes completa autoresidua richiede infatti 1’ annullarsi,

per i valori nulli degli argomenti, di una tra le funzioni ¢ pari
relative all’ ente algebrico, e impone quindi appunto una con-
dizione ai moduli dell’ ente stesso; e 1’esistenza di una gp-4
completa autoresidua di dimensione > 1 richiede analoga-
mente 1’annullarsi di una 9 e delle sue derivate fino all’ ordine
7 incluso (e non oltre) (!). D’ altra parte sulla curva canonica

2p—2 . . — 2 . . .
C’pp di Sp—i, contenuta in (p o ) quadriche linearmente in-
-

dipendenti, i gruppi di due g;_i complete mutuamente residue

appartengono a spazi Sp_3 costituenti rispett. i due sistemi di

(1) Per » =1, la ¥ pari ha le derivate prime che sono funzioni dis-
pari, e percio nulle pei valori nulli degli argomenti.
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Sp—3 contenuti in un Sy_5-cono quadrico (ossia in un cono
quadrico avente come asse uno spazio Sp—s) passante per la
curva stessa; e di tali coni, se p > 4, ve ne sono (almeno) coP—4,

c o9 1 . .
I gruppi di un’eventuale Ips autoresidua devono stare negli

spazi Sp—3 di un Sp_4-cono quadrico passante per la detta
curva; e l’esistenza di un tal cono nel sistema delle quadriche

- — 2
passanti per la Cip ? canonica richiede generalmente (p 9 )

condizioni, ciod una di pitt di quelle che possono essere sod-
disfatte.

La ricerca delle eventuali gp—4 autoresidue di dimensione
= 1, ossia degli eventuali Sy_4-coni quadrici passanti per
una curva canonica, rientra nel problema della bisezione della
serie canonica, che per moduli generali & risoluto solo da
gruppi Gp—q isolati (1),

Per p =4 la curva canonica CJ° di S,
una quadrica con una superficie cubica, e contiene due distinte g,?
mutuamente residue rispetto alla serie canonica, oppure una
sola g,' autoresidua, secondo che quella quadrica non é oppure
¢ un cono. Per p = 5, la curva cancnica CB8 di S, é contenuta
in una rete di quadriche. Escludiamo senz’ altro ch’essa sia
comunque riducibile, o sia iperellittica (si riduca cioé a una
quartica doppia), e anche che contenga una g,'; essa costituird
allora la completa varietd base di quella rete, e la guadrica
generica della rete non sard un cono (*). Per la C,° passeranno

& intersezione di

(') Assunto come modello proiettivo della curva una Cn piana, si
tratta delle aggiunte di ordine = — 3 tangenti alla Cn in ogni loro
punto comune con questa, all’infuori dei punti multipli. E questa
ricerca rientra a sua volta in quella di curve, anche non aggiunte,
tangenti alla Cnin ogni loro intersezione, eventualmente anche con
contatti di ordine superiore assegnato; questione ampiamente trattata,
da CLEBSCH in poi. Non sembra tuttavia studiata la questione speciale
delle serie autoresidue, oggetto della presente Nota.

(® Se invece la Cg® canonica contiene una gg!, essa sta su una ri-
gata cubica le cul generatrici contengono i singoli gruppi della ggt; e
le 00? quadriche passanti per la C;® contengono tutte questa rigata, e
sono precisamente gli 0o® coni che la proiettano dai singoli suoi punti.
Questa particolare C;8 contiene una g,! autoresidua nel solo caso ch’essa
sia tangente alla retta direttrice della rigata cubica; questa g, risulta
dalla detta g,! con questo punto di contatto come elemento fisso in pilt.
Non esistono altri casi in cui le quadriche passanti per una Cg® irridu-
cibile sono tutte coni.
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(precisamente) oc! S, -coni quadriei, i cul piani dei due si-
stemi defermineranno su di essa coppie di g,! mutuamente re-
sidue, mentre le eventuali g,! autoresidue saranno determinate
dai piani di altrettanti (eventuali) S, - coni appartenenti alla
rete.

Esistono certamente curve di genere 5 contenenti una, due
o tre g, autoresidue, tali essendole C.® canoniche intersezioni
di 3 quadriche delle quali una, o due, o tutte tre siano
S, - coni (*}; e sono pure ovvii taluni casi di U contenenti un
maggior numero di g,! autoresidue, potendosi formare una rete
con due fasci di quadriche aventi una gquadrica in comune e
contenenti ciascuno due S, - coni, o anche contenenti quattro
S,-coni (di cui uno comune ai due fasci) se ciascun fascio
¢ composto di soli coni col vertice comune. In ogni caso entro
la rete di quadriche (non tutte coni) passanti per la O3, con-
siderata come un piano proiettivo, gli col S, - coni costitui-
scono una quintica piana, della quale gli eventuali S, - coni
sono punti doppi (anzi i soli punti doppi, se la C;® base non
ha essa punti doppi).. Si tratta dunque di esaminare quanti
punti doppi pud avere quella quintica piana, eventualmente
anche spezzandosi (ma senza contenere parti multiple, nel qual

(1) Di queste C.®, considerate come curve di genere 5 per le guali
una o pit funzioni ¥ pari si annullano per i valori nulli degli argo-
menti, vi & cenno in alcune Memorie pubblicate attorno al 1880 (H.
‘WEBER, Math. Ann. 13, p. 47; KraAus, Math. Ann, 16, p. 245; ecfr.
in part. § 8, p. 255. KRAUS p. es. ha osservato che una C,® con due
distinte ¢ pari nulle, ossia con due g,! autorgsidue, pud proiettarsi in
una sestica piana con 2 tacnodi e le cui tangenti tacnodali si incon-
trano nell’ ulteriore punto doppio). Nella Memoria di M. NOETHER : Zur
Theorie der Thetafunctionen von beliebig vielen Argumenien (Math.
Ann. 16, p. 270-344; cfr. in part. § 19, p. 8337) & anche considerato
il caso dell’annullarsi di certi gruppi di funzioni ¢ pari di p =5 ar-
gomenti; ma si tratta di funzioni ¢ a moduli bix generali, moduli

1
percid in numero di (}0 —;— ) indipendenti, soggetti soltanto, nelle parti

reali, alle diseguaglianze necessarie a rendere convergente la nota serie
che compare nelle 4; di risultati dunque non applicabili a curve al-
gebriche (come avverrebbe se si trattasse di ¢ Riemanniane). Ad. es.
perché queste ¥ diventino iperellittiche, occorrono 6 condizioni distinte,

1
tante quant'e, per p =5, la differenza fra (p —i— ):: 15e2p—1==9.
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caso si avrebbero ancora C;8 con punti doppi, o addirittura
ridueibili).

Segnaliamo subito come particolarmente semplici e inte-
ressanti i due casi seguenti:

1) La rete determinata da tre S, - coni quadrici aventi
per assi i lati di un triangolo. Essa contiene nove S, - coni
(altri due entro ciascuno dei fasci determinati dai primi tre,
a due a due), e la sua C.® base contiene percid nove diverse
g4 autoresidue.

2; Le reti composte di quadriche aventi uno stesso pen-
tagono (simplex) autopolare; reti di equazione:

AZajei® + uZbjw® + vZciwi® =0 (i=0,1, ..4)

dove le a, b, ¢ sono costanti, e A, u, v 1 parametri. In questa
rete sono contenuti b fasci di coni, eciascuno a vertice fisso e
coincidente con uno dei vertici del pentagono autopolare, e
dieci S, - coni, aventi per assi i singoli spigoli del pentagono
stesso, ottenibili per i valori di A, u, » che annullano due fra
i b coefficienti (complessivi) delle xi*. La C.® base di questa
rete contiene il numero massimo di g, auloresidue, cioé
piEcI (1).

Non ci tratteniamo sugli altri casi in cui il sistema oc! dei
coni quadrici contenuto nella vete si spezza. Se invece questo
sistema oo' & irriducibile, esso potra avere al piui sei elementi
doppi, ossia nella rete potranno esservi al pit sei S, - coni. B la
presunzione di poter arrivare effettivamente a questo massimo
é confermata dalla considerazione, che i vertici degli oct S, - coni
della rete hanno per luogo, in generale, una curva di or-
dine 10 e genere 6, e che per ogni eventuale S, - cono con-
tenuto nella rete la retta asse & parte dell’ anzidetta C,'°,
mentre la parte residua ha tale retta come corda. Riesce percio
presumibile che la C,'° possa arrivare a spezzarzi nell’insieme
di una quartica razionale normale e di sef sue corde. Vedremo
ora come cid possa ottenersi.

(1) Questa rete e la sua curva base Cg8 dipendono, nello spazio S,
da 26 parametri (di cui 20 per la determinazione del pentagono auto-
polare, e 6 per la determinazione della rete entro il sistema lineare oo*
di tutte le quadriche aventi l’assegnato pentagono autopolare). La dettw
C,8 dipende percio da due soli moduli; in sostanza, dai due invarianti
assoluti del gruppo di 5 rette costituito dai 5 fasei di coni entro la
rete proposta.
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2. Consideriamo in S, una rete di quadriche con curva
base O irriducibile, nella quale il sistema oo! dei coni, sup-
posto pur esso irriducibile, contenga % S, - coni, e la linea
10—k
6—k
che indicheremo con p, e delle £ rette @,,...ax corde di y e assi
dei vari S, - coni (I', .. Ix). A ciascuna delle rette a; la rete
associa un S, - cono quadrico (polare di ai rispetto alla rete),
i cui due sistemi ool di piani sono costituiti:

1) dai piani & polari di a; rispetto ai singoli fasci di
quadriche passanti per I} entro la rete (ossia piani polari fissi
di @i rispetto a tutte le quadriche di uno di questi fasci di-
stinte da Ij). Poiché uno generico di questi fasci contiene, al-
I infuori di 1y, tre S,-coni, i piani s sono trisecanti rispetto
a p; inoltre 2 — 1 fra essi contengono le singole rette a di
indice = 7

2) dai piani ¢ polari dei singoli punti di a@; rispetto al-
I’intera rete (cioe intersezione degli S; polari di uno di questi
punti rispetto a due quadriche della rete non formanti fascio
con I%). Questi piani incontrano p in 7 — % punti, e si appog-
giano a tutte le rette @ d’indice =£ 7.

Ogni punto P di », come vertice di un S - cono conte-
nuto nella rete, ha rispetto alla rete un piano polare ¢ inci-
dente a tutte le rette @i ; e per ogni punto A di una a; pas-
sano 7 — k piani § corrispondenti rispett. a quei punti P che
sono reciproci di A rispetto alla rete, secondo 2). In particolare,
per k=16 i piani & formano un sistema oo! razionale di cui le
ai sono direttrici (semplici); e dalla classificazione di C. SEGRE
delle varieta composte di una serie co! razionale di piani ()
risulta che la varieth luogo dei piani £ & una M con piano
doppio e oo® direttrici rettilinee (normale percid per S;) (*).
Per £ =5 invece i piani § costituiscono la M,® luogo dei piani
appoggiati alle b rette @i : e queste rette, per icui punti pas-
sano due piani & sono generatrici della rigata ellittica RS,
doppia per M;> (°).

Per ogni retta aj, corda di y, consideriamo ancora il cono
§i che da essa proietta la curva y, e il cono inviluppo A;j che

luogo dei vertici dei coni si componga percid di una C

(1) Atti R. Accad. di Torino 21 (1885), p. 95.

(?) V. anche: C. SEGRE, Sulle varieta cubiche dello spazio a quattro
dimensiont ..... 3 Mem. R. Accad. di Torino (2) 39 (1888), n. 52.

(3) C. SEGrRE, Rend. di Palermo 2 (1888), p. 45-b2.

Rendiconti. — Serie 1I, Vol. LXIIIL. 61
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da essa proietta il sistema co! dei piani & Poiché ogni punto
P di y ha uno determinato dei piani £ come piano polare ri-
spetto all’intera vete, il piano @;P e lo spario «;f sarannc
mutuamente polari rispetto al cono I, e in questa stessa po-
larita si corrisponderanno anche i due coni d; e Aj, riferiti come
sopra.

Sulla curva p, i gruppi di 5 punti che sono vertici di
S,-coni di un medesimo fascio entro la rete formano una
g5, della quale gli estremi delle corde a; costituiscono le coppie
neutre (immagini cioé dei punti doppi della quintica rappre-
sentativa della ¢.*). Gli spazi S, polari di un punto P di p
rispetto alle quadriche della rete, vale a dire gli S,
per il piano ¢ corrispondente a P nel senso gid precisato, se-
gheranno su p la serie g¢g,' residua di P stesso rispetto alla
detta ¢.*; percio i piani § saranno (6 — &) - secanti rispetto
a y, e per oguni punto P di y passeranno 6 — % piani & In
particolare, per %k ==06, la quartica » non sta sulla M,® dei
piani & e la incontra nei 12 punti estremi delle corde ai.

Similmente, ogni coppia neutra della ¢ °, ossia ogni retta
ai, ha rispetto alla g,* una g,' residua; e, per ogni punto P
di y, la sua coppla residua rispetto a questa ¢,’, insieme coi
2 estremi di g, forma un gruppo della g,' residua di P stesso
rispetto alla ¢.%. In altri termini, lo spazio S, di questi ultimi
4 punti contiene il piano § corrispondente a P; vale a dire
un piano aiP e uno spazio ai§ muluamente polari rispetio
al cono I (come sopra wndicalo) non sono allro che piano e
spazio proietlanti da ai un punto qualunque di y e la sua
coppia residua vispetlo alla gt residua di aj. In particolare
se P cade in un punto del gruppo Jacobiano della’y,', lo spazio
corrispondente aif passa per questo stesso punto, e percio:
I singoli coni Iy contengono i gruppi Jacobiani delle corri-
spondenti serie g, (residue di a;i rispetto alla ¢.*). Anzi, la
g, costitnita dalla g,' anzidetta e dai due estremi della corda
@i come elementl fissi ha il gruppo Jacobiano composto del
gruppo Jacobiano della g, di 2(8 — %) elementi, e degli
estremi di @i contati due volte; e questo gruppo complessivo
di 2 (10 — k) elementi costituisce la completa intersezione della
curva y col cono quadrico I. Per conseguenza: La gerie ¢,
sopra y (e percid la serie completa che contiene questa) ha
come serie Jacobiana quella segata s y delle quadriche di Sy
{e che nei casi qui considerati & sempre completa). Questo non
porta alla ¢’ messuna restrizione, se p & razionale, ossia se

passanti
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k = 6; mentre per £ < 6 la g, completa contenente la ¢,> dovra

avere una Jacobiana assegnata, vale a dire una serie doppia

assegnata (differenza fra la Jacobiana e la serie canonica), e

non potra percido scegliersi che in un numero finito di modi.

Nel seguito della trattazione conviene distinguere il caso

= 6 dai casi £ <6, fra i quali ultimi, in base a quanto &
detto al n.” 1, soltanto il caso & = b presenta interesse.

3. Cominciamo dal caso £ =6; e consideriamo percid in
S, una p4 razionale normale, e su di essa una g, arbitraria
colle 6 corde a; determinate dalle sue coppie neutre. Osser-
viamo che p* dipende da 21 parametri, e la g¢,* su di essa da
altri 9 (come un piano in S,), in tutto dunque 30; e d’ altra
parte, nello spazio 3, delle quadriche di S,, vi sono o0® refti,
fra le quali o0®’ sono 6-secanti (come a noi occorre) rispetto
alle varietd co' di tutti gli S, - coni quadrici. Vediamo per-
tanto se p* colle sue 6 corde, come sopra indicato, determini e
eventualmente individui una rete di quadriche come a noi oc-
corre.

Il cono ¢; che proietta p* dalla corda «j & in questo caso
un cono quadrico. Dalla corda @; & pure determinata la sua
g,' residua rispetto alla data ¢.*; e le rette congiungenti a 2
a 2 1 punti di uno stesso gruppo di tale g,' formano una ri-
gata di 6° ordine, avente y* come linea doppia, che dalla corda
@i & proiettata secondo un cono quadrico inviluppo Aj. Nella
forma fondamentale di 2% specie di asse @i i detti coni 0; e
Ai possono pensarsi come 2 coniche, rispett. luogo e inviluppo,
tali che esistono infiniti triangoli, determinati dai singoli gruppi
della g,' anzidetta, inscritti nella prima conica e circoscritti
alla seconda. Questi triangoli sono allora tutti autopolari in
una stessa polaritd (1), la cul conica fondamentale & coniugata
(o apolare) a ciascuna delle due precedenti §; e A;; indi-
cheremo con I} questa nuova conica della forma fondamen-
tale aj, cioe questo S, -cono di asse i, rispetto al quale
di e Ai sono polari reciproci. Risultano cosi determinati sei

(') Due triangoli senza elementi comuni inscritti in una stessa co-
nica sono sempre autopolari rispetto a un’altra conica; vi sono allora
oot triangoli inscritti nella prima e autopolari rispetto alla seconda,
e i loro vertici formano sulla prima conica appunto i gruppi della g,
determinata dai primi due triangoli.
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S, - coni quadrici It aventi per assi le rette a, ecorde di p*;
e ciascuno di essi incontra p* nei due estremi della corda stessa
@i contati due volte e nel gruppo Jacobiano della g, residua
di a; rispetto alla data ¢.,*: invero per ogni punto X di questo
gruppo il piano ;X appartiene al proprio S, polare rispetto
a Ij, e percid anche a I'i. A quesbi sei gruppi di 8 punti cor-
rispondono sulla quintica piana rappresentante la ¢,* i gruppi
segati (all’infuori delle 12 intersezioni fisse) dalle quartiche
prime polari dei 6 punti doppi della quintica (*); si tratta
dunque di gruppi contenuti in una stessa gs, la quale verra
segata su p* dal sistema lineare minimo contenente i 6 coni
quadriei Ii. Ora tre arbitrari di questi coni, p. es. I'|, I,. T},
individuano una rete di quadriche R che li contiene (*) e che
sega su p* anzidetta ¢,° Gli spazi 8, polari di un punto qual-
siasi P di p* rispetto a quei tre coni .(anzi, rispetto a tutti i
coni Ij) segano su p* gruppi della g,! residua di P rispetto
alla data ¢, (gruppi composti precisamente di una coppia
neutra della g, e della .coppiaresidua di P rispetto alla g,* re-
sidua di questa coppia neutra); si tratta dunque di S, passanti
per uno stesso piano (&), e percid P & sempre vertice di un
cono quadrico contenuto in R, ossia p* & luogo di vertici di
S, - coni contenuti in R. I due coni, fra questi, che hanno i
vertici nei dus estremi di una stessa fra le corde a, a,, @,
segano sempre su »* uno stesso gruppo della ¢,% e (essendovi
corrispondenza biunivoca fra i gruppi di questa g,* e le qua-
driche di R) coincidono percid in un unico S, - cono, il quale
(in base al gruppo che deve segare su p*) sard appunto ri-
spett. I',, I',, T, T sei coni I'i appartengono dunque a una stessa
rete, la cui C,® base conterrd sei diverse g, ' autoresidue.

4. Sia ora £ == 0. Sulla curva y,* dobbiamo prendere una
serie completa ¢,* avente come Jacobiana; ossia (brattandosi di
curva ellittica) come serie doppia la g, ° ivi segata dalle qua-
driche di' S,. A questa condizione soddisfano quattro diverse
gs*; ma fra essa va esclusa quella segata su p,° dagli iperpiani,
perché i vertici degli S, - coni di un fascio entro la rete da
costruirsi non stanno in uno spazio S,. In una delle altre tre

(*) Gruppi costituiti precisamente dai 2 punti sovrapposti nel punto
doppio stesso, contati 2 volte, e dal gruppo Jacobiano della gg! residua.

(®) 1 coni I'y, Ty, I'; segano su p* gruppi della gg® non contenuti
in una gg'; non stanno percido certo in un fascio.
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g,* complete prendiamo ad arbitrio una g¢.;*; la figura com-
plessiva della y® colla ¢.* su di essa dipendera da 25+ 6 =31
parametri, tanti precisamente quanti sono quelli di una rete
di quadriche di S, contenente cinque S, - coni. Sopra y? ri-
sulteranno determinate le cinque coppie neutre della g,? nonché
le b corde aj e le relative g,' residue ; e il gruppo Jacobiano
G, di ciascuna di queste g,! sard proiettato dalla corda corri-
spondente «; secondo piani di uno stesso S, - cono quadrico:
invero I’S, - cono quadrico determinato da 5 di questi piani
incontra gia p,° in 9 punti di uno stesso gruppo della g ° se-
gata su p,° delle quadriche, e contiene percid anche il punto
rimanente, ciod il sesto punto del detto G, Risultano cosi de-
terminati 1 5 coni quadrici I di assi @i ; e le complete inter-
sezioni di » con questi 5 coni sono costituite da gruppi di una
stessa ¢,,*: quella che sulla quintica immagine della g,* ¢ se-
gata (all” infuori delle intersezioni fisse) dalle quartiche prime
polari dei punti del piano.

I coni §; che dalle rette «; proiettano y sono di 3° ordine;
le rette congiungenti le coppie di punti di uno stesso gruppo
di una ¢,' su y formano una rigata di ordine 7 avente y come linea
doppia, e sono proiettate da a; secondo spazi S, di un cono
inviluppo di 32 classe Aj. Se per ogni punto P di y associamo
al piano aiP lo spazio S, che da «j proietta la coppia residua
di P stesso rispetto alla g¢g,l= ¢ -—ai, gli S;-coni 6 e
A risultano riferiti birazionalmente ; tenendo fisso P e variando
@i, si avranno b spazi S, che contengono quaderne.di una stessa
gt su y (la serie residua di P rispetto alla g,* data), e pas-
sano percid per uno stesso piano §&.

Dico ora che 1 coni i e Ay, riferiti birazionalmenle come
sopra, sono polari reciproci rispetto al cono quadrico Ii; ossia
gli spazi a;§ testé considerati in relazione a un punto qual-
siasi P di » sono gli S, polari di questo punto rispetto ai
coni Iy, In altri termini, immaginando proiettata y dalla sua
corda ai secondo una cubica piana, 7 singoli gruppi della
gt = (g,° — ai) su questa cubica sono vertici di triangoli aulo-
polari rispelto alla conica (traccia di) It. Tenuto presente che
sopra una cubica ellittica i gruppi di una g1, contati due
volte, sono equivalenti al G, Jacobiano di questa; sicché, se
quest’ ultimo sta su una conica, i primi sono punti di contatto
della cubica con altre coniche e viceversa, possiamo anche dire,
con enunciato indipendente dalle cose che precedono: Se una

.

cubica piana y° é loccata da una sua conica (ritangente net
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punét A, B, C, { gruppi di una qualsiasi g,' su di essa con-
tenente la terna A BC delerminano triangoli tutti autopolari
rispetto alla conica che sega il griuppo Jacobiano di quella
gt (ossia il triangolo A BC & autopolare rispetto a tutte le
coniche che segano i gruppi Jacobiani delle g¢,! contenenti la
terna A B C).

Sia ¢ la conica tangente alla cubica »® nei punti A, B, C.
Nel fascio determinato da »® e dal trilatero A B C vi é una cu-
bica spezzata mnella conica & e in una retta », le cui interse-
zioni A/, B', O’ con BC, CA, AB, apparterranno a »°. Intro-
duciamo coordinate proiettive aventi ABC come triangolo
fondamentale, e tali inoltre che 1’equazione della conica ¢ sia
a, 0, + @y, 4 @, ¢, =0 (il che equivale ad assumere come
retta @, 4 @, 4 2, =0 1’ asse di omologia del triangolo ABC
e del trilatero delle tangenti comuni di »* ed e nei punti
A, B, C); siainfine u, 2, + u, 2, + 1,2, = 0 'equazione della
retta 7. 1. equazione della cubica »* potra scriversi sotto la
forma :

1) (wyo,+w,x, +® 2,) (v, @, + w2, + w, @)+ Ax w0, =0

La trasformazione quadratica y,:y, : vy, = L : S o !

172 3 xl w2 w%
(che indicheremo con T) muta »* nella nuova cubica 4*:

Yy -+ ¥+ ¥ (¥, + w9y, - wy,9,) + 2y, 4,9, =0

e la g.” segata su p* dalle coniche passanti per A, B, C nella
g, segata su »* dalle rette del suo piano; in particolare i
punti A, B, C della prima nei punti intersezioni di »* colla
retta y, 4y, -+ vy, =0, e le g, su »° contenenti la terna
ABC nelle g segate su 5* dai fasci di rette aventi i centri
nei singoli punti (a;, «,, «,) di quest’ultima retta, tali cioé che
o, + «, + «, = 0. I gruppi Jacobiani di queste ultime g, sono
segati su %® dalle coniche polari dei punti (a,, «,, «,), vale a
dire :

o [y A vs - vs) (W, vy +1,,)
(oYt Yy YY) A Y]+ =0
osssia, tenendo presente che o, 4+ «, 4 «, = 0:
vy + ¥ + 1) (% + ag1ey) v+ (a0, + %,10,) Yy
A (g wy + 010) ¥ & A(a vy yy t Yy, + @Y, y,) =0
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Per conseguenza i gruppi Jacobiani delle ¢,' della cubica »?
contenenti la ferna ABC verrannc segati dalle curve corri-
spondenti a queste couniche nella T, ossia dalle quartiche:

(@, 0, + w2, ’1L' ‘7)1"0 [(“ Uy *— oyt ) xzxa'*—(“azh + “Lus\) X2,
+ (e, + wu) @ 2,] - do, 2,0, (2,2, + a,2, + a2} =0

prescindendo naturalmente dalle 6 intersezioni fisse che cadono
a 2 a 2 nei punti A, B, C. Ora quest’ultima equazione, indi-
cando per brevitd con »® anche il 1" membro dell’ equazione (1),
pud scriversi:

(“xms + %y Wy -+ 0‘3‘7}3) 3
— (w2 + w00, @, 2,) (w,u, 7 + au,2,* - agu,x?) =0

Ne segue che i gruppi Jacobiani delle g,' contenenti la terna
A BC sono segati su »* dalle coniche

, 2 2 ] 2
o, 00 ey, x,t A agu, ) =0

(sempre con «, + o, - & = 0), rispetto alle quali il triangolo
fondamentale ABC & appunto autopolare, c. s. v. d.

Dopo di c¢id, con ragionamento analogo a quello del n.’
prec., si pud concludere che la rete determinata da tre qua-
lunque dei coni I ha la quintica y come luogo dei vertici
degli S, - coni contenuti nella rete stessa (perché gli S, polari
di uno stesso punto di p rispetto a quei coni Ij formano fascio),
e che in guesta rete sono pure contenuti i rimanenti due
coni [} ‘

Esistono dunque effettivamente curve C,8 di S, contenenti
cingue o risp. set serie g,' autoresidue, e basi di reti di qua-
driche contenenti wun sistema irriducibile di S, -coni: in
questo n.® e al n.° prec. & indicato come si costruiscono.

—2

. Mentre ana curva canonica C di Sp—; a moduli

generah ammette, in corrispondenza wlle 20—1 (20 — 1) funzioni
9 dispari dell’ente algebrico, un egual numero, percié un nu-
mero finito, di iperpiani (p — 1) - tangenti, 1’ esistenza sulla

. . . . .

curva di una o pil Ios autoresidue equivale a quella di al-
tretbanti sistemi oot di iperpiani (p — 1) - tangenti (e precisa-
mente di iperpiani costituenti altrettanti Sp_—4 - coni quadrici
inviluppo), sensa che ne venga comunque diminuito ¢l nwnero
finito testé indicato degli iperpiani (p — 1) - tangenti isolati,
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Questo fatto, di un problema algebrico che ammette generalmente
un numero determinato e finito di soluzioni, e che in taluni casi
particolari ne acquista in pilt uno o pit sistemi infiniti continui
pur conservando lo stesso numero di soluziont isolate, pud, a
prima vista, destare sorpresa; ed é stato ancora rilevato pochi
anni fa, da questo punto di vista, da H. MourmANN e da H. G.
ZguTHEN (1), particolarmente per il caso della sestica di genere
4 in 8,. In realtd, quando la quadrica contenente questa se-
stica diventa un cono, il sistema co! dei piani tangenti a
questo cono e tritangenti alla sestica proviene soltanto da una
parte (di classe 6) della sviluppabile bitangente alla sestica a
moduli generali, la quale si & staccata dalla sviluppabile to-
tale di questi piani bitangenti e si é ridotta a un inviluppo
quadrico contato tre volte, senza comunque influire sui 120
piani tritangenti isolati. La cosa appare pil intuitiva ancora
se la traduciamo per dualitd nello spazio: in una sviluppabile
(di ordine 18) che, all’infuori dello spigolo di regresso, ha
una curva doppia (di ordine 96) con 120 punti che sono tripli
in pari tempo per la superficie e per la sua curva doppia, da
questa curva doppia si stacca una parte di 6° ordine, in modo
che i 120 punti tripli rimangono tutti sulla parte residua (di
ordine 90); e la prima parte si riduce inoltre a una conica
tripla. In modo analogo si pud concepire la cosa per i valori
superiori di p.

Esaminando la questione dal punto di vista che ha luci-
damente messo in evidenza SEVERI nella sua Nota: Sul prin-
cipio della conservazione del numero (®), si riconosce che, as-
sociando a ogni piano di S; le infinite C,® ad esso tritangenti,
si viene a stabilire fra la varietdh dei piani e la varietd delle
dette sestiche una corrispondenza algebrica riducibile. Invero,
quando una CS inizialmente a moduli generali, viene a stare
sopra un cono quadrico, i 120 piani tritangenti della prima
danno luogo, per continuith, ai piani tritangenti isolati di
quest’ ultima ; e percid, nella corrispondenza dianzi accennata,
le coppie « C,% insieme con un suo piano tritangente isolato »
formano un continuo distinto delle coppie « C,® contenuta in

(1) MOHRMANN, Archiv. d. Mathem. u. Phis. 27 (1918) p. 43; ZEU-
THEN. ibid. 28 (1919) p. 52.

(?) Rendiconti Circolo Matem. di Palermo 33 (1912), p. 313. Cfr.
in particolare 4. n. 2, 5, 6.
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un cono quadrico insieme con un piano tangente di questo
cono n. La corrispondenza cousiderata & percid somma di due
altre, ciascuna di per sé irriducibile, nelle quali alla varietd
oo® del piani corrispondono sisteri C,5 di dimensioni diverse:
24, e risp. 23, il secondo contenuto nel primo. E in questo
caso il principio della conservazione del numero nov & appli-
cabile; questo spiega perché alle soluzioni ordinarie possano
aggiungersene altre i/n piit.

Dal punto di vista analitico & poi ovvio che gli iperpiani
(p — 1) - tangenti isolati della curva canonica dipendono dall’an-
nullarsi di funzioni ¥ dispari, mentre 1’ esistenza di una g;_i

autoresidua completa e dei conseguenti co! ulteriori iperpiani
(p—1)-tangenti dipende dall’eventuale annullarsi di una ¢ pari;
fatto completamente distinto dal precedente. L’ esistenza perd
sulla curva di una gy autoresidua completa di dimensione
r pari e >0 implica che si annullino, sempre per i valori
nulli degli argomenti, anche tutte le derivate parziali di una ¢
dispari fino all’ ordine » incluso; e a questa ¢ corrisponde al-
lora un sistema oo* di iperpiani (p — 1)- tangenti alla curva ca-
nonica, il quale assorbe uno degli iperpiani (p — 1)-tangenti
isolati.

. . . Y . .
6. Serie lineari 9,4 autoresidue possono esistere sola-

mente sopra curve di genere p tale che sia almeno p — 1> 2#,
ogsia p = 2 (» -} 1); per » = 2 dunque, p = 6. Per p = 6, nel
qual caso la serie ¢,> & necessariamente semplice, si ha una
curva riferibile a una gquintica piana generale; la curva cano-
nica corrispondente C,'® di S, é contenuta in una superficie
Ft di Veronese, e i gruppi della g, autoresidua sono segati
su di essa dalle (ossia dai piani delle) coniche di guesta su-
perficie. Piltt generalmente, una curva di genere p = 6 conte-

semplice autoresidua é riferibile a una curva

— 1D (p — 6
piana di ordine p — 1 avente (v )2(10 5 punti doppi ap-

2
una
nente u gp_l

partenenti a una curva (aggiunta) di ordine p — 6 (1). Sulla

. 2p—=2 . . P : :
corrispondente Op‘ canonica di Sp_y i singoli gruppi della

9ot supposta completa, apparterranno a spazi Sp_4 i quali,
—1,

(1) L. KrAUs, 1. c. p. 247-48.
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2

p—2’
si distribuiranno in sistemi oo! razionali normali, e precisa-
mente in coni cubici, di dimensione p — 3, con spazi S,_g assi;
questi oo? spazi Sy_s avranno per luogo una varieta Mp_4 pro-
iettata da ciascuno di quegli Sy—¢, percid anche da ogni suo
punto, secondo un cono cubico (*). La Mp_4 é dunque del 4°
ordine, e, appartenendo a S,_;, ha le curve sezioni (che ap-
partengono a spazi S,) razionali normali. D’ altra parte gli oo?

. . . L1
in corrispondenza alle oo® serie 9p contenute entro la g

. .. . 2 Y
spazi Sy_4 contenenti i gruppi della 9p—s formano una varieta

di dimensione p — 2 contenente tutti i coni cubici anzidetti e
quindi tutte le corde della M,_,; da cid si trae che la sezione
di Mp—y4 con un 8, generico é una superficie di 4° ordine le
cui corde stanno in una M,, vale a dire priva di punti doppi
apparenti; dunque una It di Veronese (*). E la Mp_4 stessa,
se p >6, & allora un S,_; - cono proiettante appunto una
F¢ di Veronese (°) (mentre la My_p dianzi considerata sara il
cono che dal medesimo S,_7 proietta la M,® delle corde della

F*). La Cip_g canonica, essendo comune a tutti gli Sp_g - coni
cubici accennati sopra, apparterra alla nostra My_4; vale a dire:
Ogni Gipﬁz canonica contenente una gi_i semplice autoresi-
dua completa é contenula in un.Spy—y - cono proieltante una
superficie di Veronese (per p ==6, in una superficie di Vero-
nese). Il risultato vale altresi per serie gzp__icontenute in serie

autoresidue di maggior dimensione.

iy 2p—2 .
7. Pil generalmente ancora, se una Cp1 canonica con-

. T . . . .
tiene una 9o autoresidua completa, i gruppi Gp—1 di questa

appartengono a spazi [p — 2 — ] (*), luogo dei quali é una
varieta My_s; per un punto generico di questa passa uno solo

2
() Come, entro la g;)_i, due qualunque g:]_ hanno un gruppo

1
Gp—1 comune, cosi due qualunque degli Sp—s considerati di sopra
stanno in uno stesso Sp—4 (determinato da quel Cp—1).

(?) SevER1, Rend. Civcolo Matem. di Palermo 15 (1901) p. 33;
cfr. n% 8.

(3) ENrIQUES, Math. Ann, 46 (1896) p. 191.

(%) Seriviamo per comoditd [p — 2 — #] anziché Sp_g—r; e cosiin
easi analoghi.
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di quegli spazi. L’insieme di due gruppi Gp—; della serie, e
percio dei loro spazi, appartiene a un iperpiano [p — 2]; quei
[p — 2 — r] si incontrano percid a due a due secondo spazi
[p —2 —2r], per ognuno dei quali passano oot [p — 2 — 7],
determinati dai gruppi della serie g;_i congiungente i primi due
Gp—1. I [p —2 —2r] sono complessivamente in numero di
w2—2 (tanti, quante le g:)_i entro g;_i), e hanno per luogo
una Mj_4.

L’iperpiano [p — 2] determinato da un Gp_; fisso e da un
secondo Gp_4 variabile, quando quest’ultimo tende comungue
a coincidere col primo, tende sempre a un [p — 2] fisso: quello

contenente il Gp-y fisso e le tangenti alla curva canonica

€™ nei suoi p — 1 punti. Ne segue che la My_z luogo degli

oot spazi [p — 2 — »] considerati ammette lungo ciascuno di
di questi spazi un iperpiano tangente fisso, a sua volta (p —1) -
tangente alla curva canonica.

Gli spazi [p — 2 — 27] contenuti in uno dei [p — 2 — 7]
anzidetti sono, per la M,_s, gli spazi singolari di questo
[p— 2 — r] (). La My_4 luogo di questi [p — 2 -— 27] singo-
lari ammette anch’essa lungo ogni suo [p — 2 — 2r] un [p — 4]
tangente fisso: invero, per questo [p — 2 — 2r] passano oo!

spazi [p — 2 — 7] incontranti la Ozp_g canonica nel gruppi Gp—1
di una 9y © gli iperpiani tangenti a Mp_. lungo questi
[p —2 — 7] formano un Sy_4 - cono quadrico inviluppo, il cul
asse & appunto lo spazio tangente richiesto di Mp—4.

La massima dimensione di una ¢p—1 autoresidua sopra
una curva di genere p ¢ data dal massimo intero nor. supe-

riore @ ——, fatta solo eccezione pel caso in cui la gy—y sia
3’ .

composta mediante un’involuzione di coppie di punti. Invero,

se la detta gp—1 & semplice, potremo rappresentarla con una
—1 . .

curva 03 di un certo spazio; e allora:

se p==38r (r intero), esistono in S, curve di ordine 37 —1
e genere p =37, ed & questo appunto il genere massimo

(Y) C. SEGRE, Preliminari di una teoria delle varietd luoghi di
spasi, Rend. Circolo Matem. di Palermo 30 (1910) p. 87,
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. 3r-1
delle C3—1 di S, (*); queste curve C_~ (se » = 3) sono con-
tenute in rigate razionali normali di ordine » — 1 e ne for-
mano 1’intersezione con una ipersuperficie di 4° ordine passante
per r — 3 sue generatrici, tranne per » = 5, nel qual caso la

. " :
corrispondente C - pud anche stare sopra una F+ di Veronese,
1]

ed & allora riferibile a una (7 piana generale. Non esistono
- 3r—1 .
invece curve 03r appartenenti a Syy;;

: . ar i . ra @
se p = 3»r -+ 1, esistono in S, curve OSP_H; e il Joro genere &

inferiore di duwe unith (se » = 8) al massimo raggiungibile
dalle curve di ordine 3# in S;; mentre non esistono curve
3r

031'4—1
e di genere inferiore di due unitd al massimo si trovano enu-

appartenenti a S,14. Le curve di un dato ordine e spazio

merate in una mia Memoria (®)), e fra esse é compresa ad es.,
3r

3r4+14
cono normale ellittico di ordine s con una superficie cubica;

3r4-1 .
+ , eil loro
3r+42

genere & inferiore di 4 unith, se r = 4, al massimo compati-
bile coll’ ordine 8+ 4 1 in S; (se r = 3, di 5 unitd), mentre non
esistono curve cosi fatte appartementi a S;y4.

In ogni caso, su tutte queste curve di ordine 37 — 1, 87,
o 3r 4 1 di 8;la serie canonica é segata dalle quadriche dello
stesso spazio.

per ogni valore di » = 3, la C intersezione generale di un

infine, se p = 3 4 2, esistono in S, curve C

r » .
D’ altra. parte, se la 9oy fosse composta con un’involu-

. 2 . . .
zione p , ove 7 = 3, la sua dimensione massima non potrebbe

p—1 - p—1
superare -———, e quindi nemmeno - — .
n

Invece, a prescindere anche dalle curve iperellittiche, la

2p—2 : \ - . .
Cp canonica pud contenere un’involuzione p,' di genere

(1) CASTELNUOVO, Ricerche di geometria sulle curve algebriche;
Atti R. Accad. di Torino 24 (1889); cfr. n. 27 e seg.

(?) Sopra le curve di dato ordine e dei massimi generi in uno spasio
qualungue, Mem. R. Accad. di Torino (2) 44 (1893), n.0 30.
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>0 (1), e una g1 autoresidua composta con quest’ involu-
zione e di dimensione > 5 P. es. Pintersezione generale di

un cono ellittico normale di ordine p — 1, appartenente percid
allo spazio Sy_4, con una quadrica di questo spazio é una

20 —92 . c s .
Cpp canonica contenente una p,! ellittica, e, se p & numero

dispari, delle gp_—1 autoresidue di dimensione ﬁg

composbe

con quella p,

Abbiamo cosi modo di costruire curve di genere assegnato
p e contenenti una gp_4 autoresidua della massima dimensione
possibile.

Ad es., una g autoresidua semplice pud aversi solo per
: p—1

p=9. Per p=29 esiste infatti una C,t6 cauonica di S, riferi-
bile a una C.* di 8, intersezione generale di una quadrica e di
una superficie di 4° ordine; la detta C,'® & contenuta in una
superficie F® a sezioni ellittiche (di 2* specie, secondo D=L
Przzo (%)), e i gruppi G, della g, autoresidua appartengono
agli spazi S, contenenti le oo® guartiche razionali della super-
ficie F8. (li spazi [p — 2 — 22] considerati al principio di
questo u.’, ossia le rette intersezioni dei detti S, a due a due,
sono le corde di I'; esse costituiscono una varieth M0 (la
My_4 del caso generale), la quale lungo ognuna di quelle rette
ha un 8, tangente fisso, determinato dai piani tangenti a F¢
negli estremi di tale corda. Gli oo® spazi S; costituiscono a
loro volta una M,, toccata lungo ogni singolo S, dall’iperpiano
che incontra Fs secondo la quartica contenuta in tale S, con-
tata 2 volte.

(1) Le rette congiungenti le coppie di punti coniugati in quest’in-
voluzione formano una rigata di ordine v = p -} 2m — 3. Poiche tale
rigata appartiene a uno spazio di dimensione p — 1 =» — 2w -} 2,
essa, se non & uun cono, & certamente speciale (C. SEGRE, Iniroduzione
alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente infinito, Aun. di
Matem, (2) 22 (1894), § 22).

(%) Rend. Circolo Matem. di Palermo 1 (1887), p. 241. Per queste
Fo di Sp il sistema delle corde costituisce, se # == 5, una varietd M;

.o [(n—3 . . n—3
di ordine ( a ); ossia la proiezione generica di Fnsu S, ha < 5 )

<

punti doppi impropri.
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8. Una C% canonica di Sp—1 & incontrata da un iper-
. Lo . p — 2 . ;
piano generico in 2p — 2 punti; e le <2 9 ) quadriche li-

nearmente indipendenti passanti per essa incontrano questo
iperpiano secondo un egual numero di quadriche pure linear-
mente indipendenti passanti per quei 2p — 2 punti. Supponiamo

2p—2 . . . . .
che la C‘pp canonica sia altresi la varietd base totale del si-

stema delle quadriche passanti per essa; vale a dire che essa
non stia su una superficie Fr—2 a sezioni razionali mormali,
rigata o F4 di Veronese, ossia non contenga né una g.,! né, se
p =16, una g,* autoresidua. Le sezioni di queste quadriche col-
I"iperpiano considerato avranno allora a comune quei soli
2p — 2 punti; e a queste quadriche di Sy_o i detti 2p — 2
punti imporranno sole 2p - 8 coundizioni distinte. Anzi il pas-
saggio di tali quadriche per uno qualunque dei 2p — 2 punti
é sempre conseguenza del passaggio pei rimanenti: se ciéo non
fosse, ve ne sarebbero fra essi 2p — 3 imponenti alle quadriche
complessivamente solo 2p — 4 condizioni, e queste quadriche

2p—2 . . .
segnerebbero allora sulla O’ " una serie gfp . di ordine
b 2p—

> 2p — 2 e speciale, il che non é possibile.

Sono questi i cosi detti gruppi di punti awloassociati (in
Sh, gruppi di 27 -4 2 punti), gid da tempo noti (%), e che go-
dono di proprietd interessanti, fra cui quella che, distribuiti
in un modo gqualunque in due gruppi di n 4+ 1 punti, danno
sempre due (7 - 1)- goni autopolari rispetto a una stessa
quadrica.

Nel caso di un iperpiano (p — 1) - tangente alla curva

2p—2 . . . . .
C , 1 2p — 2 punti del gruppo autoassociato coincidono a

due a due, detéerminando in Sp_; un sistema di quadriche
aventi a comune p — 1 punti generalmente distinti e altret-
tante tangenti in questi punti (condizioni equivalenti ancora
complessivamente a sole 2p — 3 distinte). Per iperpiani (p -- 1)
- tangenti isolati, i detti p — 1 punti formano un gruppo ap-
partenente a S,_; invece per iperpiani (p — 1) - tangenti che

(1) KiLLING, Die nicht-euklidischen Raumformen... (Leipzig, 1885)
p- 10l; CasteLXUOVO, Rend. Circolo Matem. di Palermo 3 (1889)
p. 179. Per n=2 (p==3) si hanno 6 punti di un pianoappartenenti a
una conica; per n =3 (p==4) il gruppo delle 8 intersezioni di tre
quadriche generiche di S, ecc.
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appartengono a un sistema continuo (precisamente) oo di spuzi
cosi fabti, ossia i cui punti di contatto costituiscono un grappo

di una 9;4 completa autoresidua, il gruppo dei p — 1 punti

appartiene a un [p — 2 — ], mentre il gruppo delle p—1
tangenti continua ad appartenere a Sy_s.

, r . .
D’altra parte la o completa autoresidua ora menzionata

corrisponde a una certa ¥ dell’ente algebrico, pari o dispari
secondo che » & dispari o pari, la quale deve annullarsi peri
valori nulli degli argomenti insieme a tutte le sue derivate fino
all’ordine 7 incluso, e non oltre. Se, al variare con continuita
dei moduli della curva, la dimensione r, per particolari valori
dei moduli stessi, risulta aumentata, essa dovra tuttavia con-
servare sempre (come la ¢ corrispondente) la stessa parvitd;
potra dunque solamente crescere di 2 unita, o di un multiplo
di 2. E per conseguenza, se in uno dei gruppi accennati di
p — 1 punti e tangenti lo spazio minimo contenente i (soli)
punti pud, per variazione continua dei punti stessi, diminuire
di dimensione, anche questa diminuzione dovrad verificarsi,
volta per volta, per un numero di unith eguale a 2 o multiplo
di 2. Cid é confermato dall’esempio seguente. Se in un gruppo
autoassociato di 8 punti in S, teniamo fissi 6 di questi punti,
la coppia residua, variabile, descrive in S, un’involuzione, de-
terminata dalle intersezioni ulteriori, a tre a tre, delle oo® qua-
driche passanti per i primi 6 punti; e i punti uniti di questa
involuzione hanno per luogo una superficie F'*. Se i primi 6
punti, comuni alle dette «® quadriche, si riducono a tre punti
distinti A, B, C (non’ allineati) colle relative tangenti, il si-
stema oo® di guadriche contiene il piano doppio ABC, e da
¢id si trae subito che la F* dei punti uniti dell’involuzione si
spezza in questo stesso piano (semplice) e in una F® residua,
coi punti doppi A, B, C, e contenente percid i tre lati del
triangolo ABC. Un punto unito di quest’involuzione determina,
insieme con A, B, C e le rette date per essi, un G, autoassociato
di punti a due a due infinitamente vicini; se quel punto unito
non appartiene al piano ABC, e sta quindi sulla detta F?, esso
non pud portarsi con continuitd nel piano ABC se non sopra
una delle 8 rette AB, BC, CA (nel qual caso, in questo esem-
pio particolare, il G, autoassociato degenera).



