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820 VITO VOLIERRA — OSSERVAZIONI SULLA MIA NOTA, ECOC.

i

L.f\

wile operaziont distributive commutabili

con wna operazione data;
Notw del Prof. SALVATORE PINCHERLE,

In una Nota intilolata: ¢

butive , e pubblicata nei Hendiconti dells B. Accademia del

Lincei (8. V, T. 1V, 1{ febbraioc 1895) ho studiato le proprieta
generali di quelle operazioni che applicate ad una funzione ana-

risultato una funzione analitica, ¢ che godono
inoltre della proprieth distributiva (*). iétumanda, come ho fatto,

litica, danno come

(*) Dalla formula (7) della citata Nota risulta che un’operazione funzionale

distributiva A (@) pud, almeno formalmente, vappresentarsi mediante una

serie procedenbe per le derivabe successive della funzione arbitraria o. Ne
risulta immediatamente la possibilith della 1appreqentazmne formale di ognl

tale opexulone sotto forma di un integrale definito [ Alw,y) o (y)dy, dove
Az,y) & una funzione di due variabili la eni natura dipends dalle propriet
dell’operazione considerata. II prof. Volterra mi ha fatto nobave come, 8 sotto

Sulle operazioni funzionali distri-

-

R

Geeano
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n modo sintetico ed astrazione fatta da ogni loro rappresen-
tazions, i caratteri generali di questa classe di operazioni, si
Presenmm; questioni nuove ed inberessanti che offrono uns
,qualche affinith con quelle relative alla teoria dei gruppi di
trasformazioni (*); vna di gueste questioni, e precisamente lo
studic delle proprietd del gruppo delle operazioni distributive
commutabili con una operazione data, forma l'oggetto della pre-
gente memoria e spero che non riuscird priva di interesse la
semplicitd delle considerazioni che permettono di ottenere leo
proprieta generali.dell’accennato gruppo e che conducono alla
risoluzione delle squazioni funzionali cui esso da origine.

i. In cid che segue si rappresenteranno colle lettere greche
funzioni di una sola variabile, appartenenti ad un determinato
insieme o campo funzionale; le lettere romane minuscole deno-
teranno numeri, Is maiuscols significheranno operazioni funzionali
distributive che applicate ad una funzione del campo funzionale
considerato danno come risultato una funzione appartenente allo

questa forma, le operazioni funzionali distributive vengano a formare il
primo anello della catena di operazioni funzionali rappresentate dai suc-
cessivi termini dello sviluppo it serie (estensione di quello del Taylor) che
egli ha fatbo comoscere nella sua Nota I: Sopra le funzioni che dipendono
da aitre funzioni (B. C. della B. Accademia dei Lincei, 8. IV, T, III, 18387).
Le operszioni distributive sarebbero, in quest’ordine di idee e nel campo
delle operazioni funzionall, ¢id che le funzioni lineari sono nel eampo delle
fanzioni. Forse il metodo sintetico con cui, nella citata nota, ho iniziato
lo studio delle operazioni distributive, metodo che permette di prescindere
dalla rappresentazione dell'operazione sottodforma dintegrale e facilita la
congiderazione della sovrapposizione (0 prodotto) di due o pilt simili opera-
zioni, g1 presterebbe con analoghi vantaggi allo studio delle operazioni pilt
complegse rappresentate dai termini d’ordine superiore mel ricordato svi-
luppe del prof. Volterra.

*3 11 doth. Levi-Civita in alcune recentissime note pubblicate nei Re
diconti del B. Istibuto Lombardo, si & proposto ed ha risoluto con suce
due interessanti problemi relativi al sistemi di operazieni distribut
questi lavori fanno fede del giovamento che offrono, in questo ge
ricerche, i metodi applicati dal Lie nello studio generale dei grupp: di
trasformasioni,
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stesso campo. Sul campo funzionale si fa per ora la sola ipotes;
che se ad esso appartengono due funzioni @, w, vi ;xppartengﬁ
pure la funzione ae@ - by, o e & essendo costanii arbitrarie

2. Eseguendo sul risultalo w deﬁ’opemzz’ﬂne ad un valor
A (@) (*) 1a nuova operazione B, si dice di avere eseguito su g
Voperazione BA, prodotto di A per B. Le operazioni A,B sono
commutabili quando sia AR -—= BA, :

Data I'operazione A, linsieme delle operazioni commutabili
con essa costituisce un gruppo nel guale &i contiene anche Pope
razione unité; lo studio di questo gruppo forma loggetto della
presente Nota. " ‘

8. Chiameremo radici od infegrali di un'operazione A quelle
funzioni ¢ per le quali

Per queste radici, di cui noi considereremo quelle sole che
appartengono al campo funzionale I cui conveniamo di limitarei,
valgono le seguenti osservazioni:

a) Se a, dy, ..o, sono radici appartenenti al campo I,
sono pure tali ¢;a; —+ co0y F ... -k c.0,., essendo ¢, ¢y . G
costanti arbitrarie;

b) Denotando con o una radice arbitraria dell’'operazione A,
Poperazione inversa A~' non sard generalmente ad un valore,
e se & A7'(p) = y, sark anche A7 (@) = ¢ -+ a;

¢) Detbe linearmente indipendenti v+ funzioni fra cui non
passi alcuna relazione lineare omogenea a coefficienti costanti,
se nel campo funzionale [' che si considera l'operazione A am-
mette » e non pit radici @, o ... o, linearmente indipendenti,
queste si diranno formare un sistema fondamentale di radici in
qguel campo. Ogni altra radice appartenente a [ avra la forma

3

I Lo : .
O == oy b Cyly L. A ol
(*) Quando mon sia dichiarato espressamente il contrario, le A, B;..
sono operazioni distributive ad wn wvalore,
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egsa si dird radice particolare se delle costanti ¢, e, ... ¢, si

agsegnano i valori, radice generale invece se le costanti si la-
sciano indeterminate. Ogni sistema di » radici particolari

o = cyoy - ooy o o, G=1,2,..7)

,
costituira pure un sistema fondamentale nel campo considerato
quando il determinante (¢, cgp ... ¢,) sia differente da zero.
Essendo oy, 0y, ... o, linearmente indipendenti, l'insieme delle
funzioni rappresentate da ¢, - 0y -+ .. b g0, si dird si-
stema lineare dordine r: se A ammette come radici tutbe le
funzioni di un sistema d’ordine #, questo sistema si dirh per
brevita una radice @ ordine r. :

4. @) Sianc A, B due operazioni ad un valore, commutabili,
genza radici comuni; sia o una radice di A. Sard

AB(g) == BA{g) == 0,

e percid Ba), non potendo essere zero, sard pure una radice
di A.

&) Loperazione A abbia nel campe [ una radies generale
d’ordine », e sia oy, @y, ... 6, vn suo sisbems fondamentale; B {oy)
essendo radice di @ ¢ (§ 1) nello stesso campo funzicnale, sl avra:
Bloy) = eqoy + ey 4+ o0 - epo, == oy, i=1,2 8,... 7}

La oy, oy, ... ¢/, formano un nuovo sistems fondamentals;
se infatti fosse

chaly oy o el =0,
ne verrebbe

B(cyoy + ¢yay + .o ey = 0
il che & impossibile poiché ¢'; a; —++ ¢’y 05 —+ ... 4 ¢/, o, non & nulla,
per essere le a,;, Oy, ... o, linearmente indipendenti, né radice
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di B, per essere A e B senza radici comuni. Ne segue che ogni
radice & di- A del campo considerato potendosi scrivere

& = hyo'y + hyay + ... ko,
dove hy, by, ... B, sono ms@;ﬁnti opportune, sars

Bhoy + hyoy + ... 4 hra) = 8,
talchs esiste s mpre, una radice @ di A tale da soddisfare al— :

Vequarione B{p) == &, essendo @ radice arbifrariamente data
della stessa A Lf soluzione pill generale dell’equazione

e,
[E—
oo’

Blo) =2a
sard, detta a¥ la radice di A che vi soddisfa:

o = oV + B,

essendo § la radice pil generale di B
¢) Se a & la radice generale di A, la soluzione @ della
equazione B(p) == a sard pure la radice generale di A, poichd
posto @ = ¢;0; ... 4 ¢, si ha @ = ¢ 0"y - .. + ¢ d,
dove ¢, ... ¢, sono arbitrarie e o'y ... o', linearmente indipendenti.
d) Data Vequazione AB(p) =0, ed essendo a, B gli in-
tegral gemrah di A e B, T'equazione sard soddisfatta sia per
Bp) == 0, ciod 9 = B, sia per B(p) = «; ma la soluzione
gmem}e di quesﬁn altlma ® o 4 B, talche a - B & pure la
radice generale di AB.
Le considerazioni del presente § si riassumono nella se-
wente proposizione:

&

i
“J

Siano A, B due operazioni commutabili, senza radici co-
muni, e le cui radici generali nel campo funzionale che si
“ considera siano d'ordine finito. Applicando ad una radice
ticolare o generale di A VYoperazione B, si ottiene
una radice di A, rispettivamente particolare o g
radice generale iiﬂh operazione ADB mnel campo funzio
“ giderato 3 la somma delle radici generali di A ¢ B ,.
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Trordine delle radici di A, B essendo » ed o' rispettiva-

mente, # -+ # sardh Uordine della radice generale di AB.

i

5. Quando le operazioni commutbabili A, B hauwno radiei
comuni, 1a proposizione precedente & soggetta ad una modifi-
cazione. Debio ancora oy, O, ... ¢, un sistema fondamentale di
radici di A, lo a.., O, ... 0, sianc comuni anche a B, essendo
0 < 8 < v. B ponga

-

Bley) = oy, ... Blo) = o,
e le ¢y, o'y, ... o', saranno radici di A, senza relazione lineare
poiche se fosse ¢ o'y -} ... —+ ¢, o/, = 0, dovrebbe .essere

60y —+ ... - ¢,0, nullo o radice di B; mentre nullo non pud
essere poichd o, ... o, formano un sistema fondamentale, e nem-
meno radice di B poichd fra le a sono tali a,y; ... o, linearmente
indipendenti dalle precedenti. Ora qualunque radice d di A ap-
partenente al sistema d’ordine s definito da o'y, o'y, ... o, sard
tale che la soluzione ¢ dell’equazione

(1) B(p) = a

sia. pure una radice di A; ma se nella (1) la & rappresenta una
radice non appartenente al detto sistema d’ordine s, la equazione
non ammettersa una soluzione @ che sia radice di A. Si puo
ammettere che la (1) non abbia soluzione nel campo funzionale
che si considera, come si pud ammettere che ne abbia una, che
diremo A. ‘

Variando il secondo membro @ della (1), varierd la A, ma
essa non potrd avere piti di » — s determinazioni che colle o e
ls B formine un sistema linearmente indipendente: siano infathi
Ny, Ayy oo oy, # — s~ 1 deberminazioni di \; si avrd

B (\)\*0} — @":O): B ”") = a‘ms B()\frws) == a(r—ﬂy
Bilo) == oy Blog = oy, ... Blo,) = o;

ora fra i secondi membri passa necessarlamente una relazione
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lineare, onde dovra essere per coefficienti ¢y,... ¢, , opportuni e

per un’opportuna rac ﬁ'(: o-di A

B:{SO )“’U ‘L & }\‘1 'TL v _f“ Or-—&‘}\rws "“s"' G‘j =z {

5

onde
. , | e
Cohg ~+ ey ky bl ke oo s B

ciod le Ay, .. by, le o e le B sono linearmente dipendenti.

Besendo ky, hg,... lo soluzioni dell’equazione (1), indipendenti
linearmente fra lovo ¢ dalle ¢ & B & percid in numero di ¥ — g
al pili nel campo funzionale che si considera, ed indicande con A
una combinazions lineare qualungue delle iy, A, ..., la sahleone
pilt generale della equazions

(2) ' AB(9) = 0
sard @ = N - o —- B; infatti la (2) non & soddisfatta, oltre
a @ = 0, che per ¢ == B o B(p} == a. La proposizione che

t@rmlna il § precedente va éunque? n@l?a nuova ipotesi, modi-
ficata come segue:

“ Siano A, B due operazioni commutabili aventi nel campo
“ funzionale che si considera, un sistema di radici comuni di
ordine finifo, La radice generale della operaziene AB nel
campo che si considera sarh della forma A - o - B, o, B
essendo le radici generali di A e B rispettivamente, e A un
sistema lineare di nuove funzioni; E ordine del sistema A-+a-+B
non potendo superare lo somma degli ordini di o ¢ 8 ..

6. Dalle proposizioni dei §§ precedenti si deducono facil-
mente Varie conseg :eue; ad esempio:

Be Ay, A, ... A, sono @“gs{—)zf’az%‘oni commutabili senza
raydiei e{mmm, ed o 1“*1?)9!8._-,651119;; la radice generale di A, del-
Vordine. 7;, Poperazione A, A, ... A, avri per radice generale nel
campo che si considera la o ~ o ~ ... —+ @, dell ordine
7y A vy e A o

b) Se le A“ Ag, ... A, hanno radiei rozmm‘i, la radice ge-
nerale {%ﬁ AAg LA, aam, nel campo funzionale che si considera,
dell’ordine # ¥y ~i4 r, al pil, ed in essa sard conlenutd
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la o, - 0y = ... + a, che, in questo case, & d’ordine inferiore
ad 71 7o+ e 7

¢) Se l'operazione A ammetle, in un campo funzionale [,
la radice a dell’ordine », Voperazione A® ammetterd in gquel
campo una radice generale dell’ordine s al pil, in cui saranmno
contenute le radici di A, A% ... A™%

7. Nel campo funzionale che si considera la radice dell’o-
perazione A sia solamente del prim’ordine: detta o, una radice
particolare le altre saranno dunque della forma cay, essendo ¢
una costante arbitraria. I operazione A? avra dunque al pilt una
radice del secondo ordine,... Uoperazione A" al pitt una radice
dell’ n¥™ ordine; ed indicando rispettivamente con oy, o, ... 0,
una soluzione delle equazioni

Ag) = oy, A(9) = oy, o Alp) = a,,
la radice generale di A" sard dells forms
Collg - €1ty el e .
11 sistema o4 oy, .. & dungue definite da
8 Ale) = ap, Alw) = 01, Alag) = 0y ...,
Sia ora B un’operazione commuiabile con A; per il teorems
del § 4, la Bfoy) sard da capo una radice di A, cios della forma

kyog, essendo k, una costante determinata, per la medesima
ragione B(a;) sard una radice di A® ciob sard:

prendendo I'operazione A da ambo i membri, viene

kyay == ¢ 0y, onde ¢ = k),
talche
Bay) = kray + koo
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Analogamente B(uy) sard una radice di A% e si trova in
modo analogo

B(C‘\.z} == ;920(0 "l“ klal + kodg
ad in generale

\,3:[3 B;(ﬁn) = '75,,1(10 "{‘“‘ *chw], oy + sea ”’}" klan»vE + }Q§<)a,‘;

Data la successione (3) e la operazione B, esiste dunque
un gistema perfeltamente determinato di coefficienti ky, %y,.. k...
mediante i quali si costituisce il sistema delle eguaglianze (4).

8. “ Abbiasi ancora l'operazione A con una sola radice di
prim’ordine nel campo funzionale considerato I', e sia B una
operazione che ammetta pure quella radice. B possibile di
determinare un’operazione distributiva X ad un sol valore nel
campo funzionale considerato, e tale che

B = XA ,.

Infatti, sia @ una funzione del campo I'; si avrd A(g) =¥,

B(g) == vy, essendo ¥, ¢ funzioni dello stesso campo I'. L’opera-
zione X & quella che applicata a ¥, da g come risultato. Ora
dall’essere A e B distributive, segue che I'operazione X, appli-
cata 2 ¥, - ¥, da g, -+ w, come risultato ed & percid distri-
butiva; inoltre essa & ad un valore poiché se a y pobessero
corrispondere le due funzioni y e ', esisterebbero due funzioni
o, ¢ tali che

A{p) == A(9') = x mentre B(p) =y, B(¢p) = v".

Se ne deduce 9" = @ - oy, dove a, & radice di A; ma
la radice di A essendo tale, per ipotesi, anche per B, ne risul-
terd Blo') = B{gp) e percid @' non potrd differire da .

Im {JK‘GpF)%i?iﬁfﬂe precedente vale qualunque siano le opera-
zioni distributive A e B, purche ad un valore. Se ora A e B si
suppongono commutabili, dico che sono commutabili anche A

ad X, Bi prenda infatti x come funzione data; ne verra
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AX () = Aly) = AB{g);
ma A & commutabile con B, onde

AX(x) = BA(p) = B{x),

ciod

- 9, Data U'operazione B ad un valore e commutabile con A,
che come nei §§ precedenti ha nel campo T solo una radice di
prim’ordine, si formi la successione di funzioni o, &, Og,.....
come al § 7, indi, come & indicato a quello stesso §, & deter-

mini il sistema di costanti %y, %y, k... tali che

4) Bloy) = k,oq + kpyoy ... Ko,

La operazione B — %, ammetterd come radice oy, e pereid
per il § precedente si potra scrivere

B(@) — ko = ByA(9) = AB,(9)

essendo B, un’operazione ad un valore. Nell'uguaglianza prece-
dente si ponga ¢ = q;; se ne deduce

B () == k; 0y,

talche l'operazione B; — %, ammette come radice «g, ed appli-
cando il § precedente, si pud ancora secrivere :

Bi(@) — ko = B,A(9) = ABy(9),
essendo B, una nuova operazione ad un valore; da cul

B = ky + kA - ByAd
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In modo analogo si sostituird in quest’ultima ﬁg‘t“(w}la;nza,
la oy al posto della funzione arbilraria e si trovery

onde By — ky ammette la radice o4, e cost via: giungendosi
finalmente alla ngnaglianza

(B) B ==k 4 B A b BA? o ko AT B AR,

dove B, & un’operazione ad uy valore commutabile con A e
quindi con A" ‘

10. Nella formula (5) cosi otbenuta il valore di # & arbi-
trariamente grande. Ammettiamo che per le funzioni di un campo
funzionale Iy contenutfo in I il termine B, A" tenda a zero quando
n cresce indefinitamente; la operazione B viene allora rappre-
sentata in tale campo da wna serie procedente per le potenze
dell operazione A

(6) ko + FyA + kyA? . kA"

in cui il sistema dei coefficienti ky, ki, ... &,,... & univocamente
determinato, come si & visto.

Reciprocamente ogni serie della forma (6) rappresenta per
le funzioni che la rendono convergente o, come diciamo, nel
campo funzionale in cui essa si manfiene convergenbe, una
operazione distributiva ad un valore e commutabile con A. Al
campo di convergenza delle serie (6) appar‘iienwmm certamente
le funzioni oy, &, O, .., poichd per esse la serie si riduce ad
un namero finito di ’ﬁemmu.

Diremo che ut’operazione & regolare in A quando © rappre-
sentabile mediante una serie di potenze di A a coefficienti co-
stanti. Nel suo campo funzionale di convergenza, il quale &
ostituite per lo mevoc dalle funzioni gy, a, 1€ ‘ta ﬁp?razlone
¢ ad un valore e comrmutabile con A. La moi{i azione delle
operazioni vegolari in A s fa colle regole stesse d@lia molti-
plicazione delle serie di potenze di una variabile. Reciproca-
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mente ogni operazione commutabile con A e ad un valore 2,
“per il § U, regolare in A in un campo funzionale costituito per
lo meno dalle funzioni oy, o ... :
¥Fra le operazioni regolari in A vanno spemalm@ni,e congi
derate quelle per le guali la serie (6) si riduce ad un pohzsmmfsy
e che sl possono chiamare forme lineari in A a coefficienti costanti.
Per tali operazioni il campo di convergenza & costituito dal
campo funzionale in cui & valida Doperazione A stessa, Fsse
formano un gruppo, e la loro moltiplicazione & soggetta all’iden~
tica regola della moltiplicazione dei polinomi ordinati.

11, Loperazione
(7) Fe= A"+ g, A" 4 ... + @, A + a,

dove le @, ay, ...a, sono coefficienti costanti, cioé indipendenti
dalla variabile che figura nella funzione arbitraria @, & dunque
la forma lineare in A, dell’'ordine n; la piu semplice, cioe la
forma di prim’ordine, verra indicata colla lettera E e porremo

E, = A — qa, ovvero E,(9) = A(9) — ao.

Dimostriamo come ogni forma di ordine » sia decomponi-
bile in un prodotto di forme di prim’ordine. A tale oggetto,
basta éousm vazione che la ‘moltiplicazione delle forme lineari
in A & quella stessa dei polinomi ordinati: se dunque coi coef-
ﬁCiGﬂt; @y, O ..., G, formiamo il polinomio

1) = & 4+ 0 o Gz +oa

ed indicando con 2, 2, ...2, la sue radici dei rispettivi ordini
di moltiplicith 7y, 75, ... 7y, lo soriviamo nella forma

(¢ — 2 (e — 2 e (2 — 2,

la forma ¥ si pofrd scrivere
Atid delle B. Accadenio — Vol, XXX, 57
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& F = EZ; | A EZj ,

dove i1 fattori Es; sono fra loro wmmutabﬂig

Sempre per la validith della ovdinaria regola di mf)‘mph-
cazione, potremo esprimere A” per le potenze di F, ¢ viceverss
mediante Ia formula del binomio, e quindi espmme@ F in forma
ordinata per le potenze di E, anzichd di A, mediante 1 %pressmne

© F=a@)+rEE+T9 B 4R,

" dove 7'(2), n'(2),... sono le successive derivate del polinomio n(2).

18. Consideriamo ora le radici dell’operazicne E,, ed am-
mettiamo che in un campo funzionale cui ci si Himibera, questa
operazione abbia uuna sola radice, funzione anslitica di 2z, e che
indicheremo con @ (z,2}). Questa radice sia regolare nell’intorne
di un punto del piano 2 che, per la trasformazione indicata dalla
formula (9), si pud senza restrizione supporre in z==0: e sia
pertanto

(10) a(z,2) = ay(z) + oy(@)2 + ay(z)2® + ... + a,(w)2" 4 ..

Questa funzione gode di proprietd notevoli e che si rica-
vano facilmente:

a) anzitutto si ha A(oy{z)) = 0, onde o, & la funzione
indicata con questa stessa notazione al § 7; astrazione fatta
da un moltiplicatore costante arbitrario;

b) si ha poi, da

Ala(z,2)) = 20(x,2)
che
(11) A" (afw,2}) = 2"alx,2)
e da guesta
Lk, AR (o{r,2)) == uls,e) Tk, 2"

Usando il simbolo w(A) ad indicare la funzione analitica ¥
applicata al simbolo d’operazione A, sul quale concetbo sl for-
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perd in seguito, osservando che esso & fin d’ora stabilite ogni
qualvolta w sia ad indicare una funzione razionale infera od
una serie di potenze, 1'uguaglianza precedente si potra serivere

(12) w(A) ja(x,2){ = a@2)w(z)
¢) Si ha in particolafe, essendo B, = A — a:
13 E? (a(@,2)) = (2 — a)" a(z,2).

Ma se a & un valore di 2 pel gquale la funzione a(z,z} sia
regolare, si ha

do  {p—al Yo
al0) = o)+ (o) 2 CoL B

onde prendendo operazione Ej dai due membri, tenendo conto
della (13} ed uguagliando i coefficienti delle medesime potenze
di & — @, si ottiene

g
ni Y S N ‘i T ) im Sm“}'a - i
(14,,) ]ﬁ,,, (X.(x, ap == O }ﬁa a0 Yseeen lﬁa ngn:j = Y.
— a™mo
(141,) La a’a,m == ?ﬂ/!a!/J’ }
m 0P om vl o
(14) E damt T vl dart
d) In particolare, facendo a == 0, E, ¢l riduce ad A, e
si ottiene dalle formule precedenti
Ao (z,0) = 0, A | ‘5,”«@ == 0{x, 0} .
dra oy, [T
A (Gz” )gzo‘_ M (az“"" PR
L(va) L (v oo i
talche le a(z,o0), (6z>s-—o 15 (bz ) Y bz”)z:_—o"""’ cioe 1
coefficienti dello sviluppo ( 0), non sono altro che le funzioni del
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sistems indicato ai §§ 7 e seg. con o, 0y, 0y,... e come tali
Vi 3 .
la v¥i2* di esge < ‘52;};0;)2“0 annulla la A’ e le potenze successive,
ma non le precedenti di A.

e) Inversamente, se una successione.di funzioni ng, n,, ...

& tale da dare

@
Ia serie Zn,2" soddisfa all’equazione A(op) = z

73 Dalle {14} si ricava senza difficolta la formula

8

) '5"‘0) amg om—~tg
§ 4.\ L [t P —
iid} A (\,}am dam™ Jdam—17?
di cui faremo uso pin volte in seguito.

¢) Infine U'operazione B essendo commutabile con A, si
avry

ABua(z,z) == BAa(z,2) = 2Ba(z,?),

ciod Ba(r,2) & una tale funzione da soddisfare pure ad A(p)=—=29:
si pud quindi dire che la soluzione dell’equazione A (¢)=z¢
rimane invariata per ogni operazione del gruppo commutabile
con A.

18. Se nel campo funzionale che si considera I'operazione A
ha una sola radice, anche l'operazione K, non pud avere che
una sola radice che sia funzione analitica di 2 regolare nell'in-
torno di & == 0. Infatti, essendo n(z,2) = En,2" radice di E,
sard come si & visto

Alng) == 0, A(ny) = ng, Any) = 1y,e00ny

onde intanto n, non potra differire da o, se non per un fattore
costante. Sard dunque A(n,) = co,, onde n, == co; -+ ¢ %o
- s e nd 1

Ma Ay == co, -} o, onde ny = co, - oy - ¢, 00 11

goperale

fn == ,:3(?;”‘ “L" (’Jan»-l + c”an—-2 "é“ gtm{"iﬂ”
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Pertanto
nix,2) = X (co, + oy . ¢Mag) 2t = a(x,2) T
" ciod non differisce da afz,2) che per un fattore indipendente da .

14. Come applicazione dei risultati precedenti, ci proponiamo
1s risoluzione del sistema di equazioni funzionali simultanee

Ap) = ap @y + @G Pt o F 0 s

Alpy) == a9 @1 + G Py + .. - 02,0,

A I
N

A‘ {Qjﬂ} = a’ﬂ‘l q)i "{W @nQ $2‘ + eve +“ [/ q)n

essendo A un’operazione distril yu iva data, di cul sia nota la

funzions afz,2), a.,.... &, essendo n? costante date, a determinante
differente da zero, ¢ @, @ ... On e:’«ssendo n funzioni incognite,
linearmente indipendenti. e '

A tale oggette, osserviamo che se giungiamo a trovare »
costanti my, ma... m, tali che, posto

o, mas b0y = v
sia
A (’L,U:? e ]{:‘Va

ne visnltera w = a(x,k). Ma se esistono fali costanti, il sistema
{15} ¢i dara
ke

Zmi(0a @y + 2@ -t o G ®a) = (0 @y A M, @)

il

¢ non essendovi relazione lineare fra le o), ©,, ... @, ne conse-
guira il sigtema

((anwk)ml A gy My e @y My, = 0

@y = Ggamy + o (G0 — F)ma = 0
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onde % & radice dell’equazione (caratteristica):

f(k) w Ay — k U9y R %1 = 0.
g oo — k ... g
@yn Bon  ovo Ope— k

Ad ogni radice di questa equazione corrisponde un sistema
di valori per my, m,, ... m, e quindi una funzione y. Se le radici k&
sono tutte distinte, k,, ks, ... k,, si avranno in conseguenza le n
funzioni y

a2 k), a(zks), ... a(z, k),

e da queste risulteranno le funzioni richieste @, @, ... @, nella
forma '

(16) @i = ca(@k) + ... +cnalzk) (=1,2, .7

Se l'equazione f(k) = 0 ha radici multiple, e sia ad esempio
% una radice doppia, sostituiremo alle @, @,,... , espressioni
lineari omogenee rispetto ad esse; con cid non muta I'equazione
stessa, e presa per una delle @, ad esempio per @,, la y = a(z,k),
avremo in luogo del sistema (15) l'altro:

A (y) = kv,
Q(Py) = by ¢ + hoy®y + . 4 by 0,

A (q)n) - hnlw + hnz CPz + e + hnn P

la cui equazione caratteristica, divisa per k — k, diviene

h22 - k . e hzn =0

hag o . P — K
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ancors soddisfatta da k = k. Percid si pud soddisfare al sistemas:

(g — ) Up -k by I+ . .. + hugly = 0

712312“?‘(;@33“‘75”3+---+hn3ln =0

Vobonly - hgaly (‘h’nn“‘“ﬁ]‘:)ln = O’

ciod si pud determinare una funzione y, tale che sia

g, =Ly + Lo, + ...+ Lo,

con

A(y) = ky, + hy.

Quando Yequazione caratberistica ha una radice doppia k,
si hanno dungue corrispondentemente due funzioni w, y, tali che

Ay = ky, A(y) = ky, + by

analogamente si dimostrerebbe che quando Iequazione caratbe-
ristica ammette & come radice tripla, si hanno corrispondente-
mente le tre funzionl y, w,, W, tali che

(17 A=k, Alw)=rky, +hw, Aw)=hky,+ kv, + Iy,
& COo8l via. (
Infine le relazioni (144) del § 12 permettono di verificare

senza difficolta che essendo a(x,k) la soluzione della prima delle
{17), la w,, soluzione della seconda, &

w, = (?9%@)527; + cafx,k),

e la y,, soluzione della terza, &

z =

[ 9? ) )
W, = (_aa(:?’@)g:? R (?ﬁéﬁf_i)\ —+ c’oe(,va,)*c)3
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e cost via. In tal modo si & ottenuta in ogni caso la risoluzione
del problema proposto.

15. Come seconda applicazione, proponiamoci di trovare le
radici dell’operazione F, lineare e dell’ordine » rispetto ad A;
in altri termini risolviamo ’equazione funzionale

(18) F(9) =A%) + a: A" (9) + ... + 2 A(®) + 4,0 =0.

Se ne potrebbe ottenere la soluzione riportando la questione
a quella risoluta nel § precedente; sembra perd preferibile di
trattarla direttamente. All'uopo, poniamo come nel § 11

m{z) = 2" -+ a2 L a2 o

m{z) = (2 — ) {2 — z) ... (& — 2,.)",
o poste E, = A — 2, la F si potra scrivere sotto forma di
prodotio:
(19} Fre= By By L B

Cominciamo dal considerare una delle operazioni che entrano
s fattore in questo prodotto e che indicheremo genericamente
conr K,. Come sappiamo (§ 6, ¢) essa ha al piu » radici linear-
mente indipendenti nel campo funzionale in cui A ha la sola
radice oy dico che fra le » funzioni

(2 oo o=t

a (z,2), 320 1 9t

che annullano la B non pud passare relazione lineare. Ammet-
tendo infatti una tale relazione

du e
Co j"“ Cy (:); + e “Jr‘ Cr1 Bl T

od eseguendo r — 1 volte I'operazione A, ricordando la (14

da

e ponendo per brevith o, ... oY in luogo di 527 S i ot~

tiene il sistema di equazioni




o0
&o
e

SULLE OPERAZIONI DISTRIBUTIVE COMMUTABILI, ECC.

et + ¢ 4 Lo e = 0,

(¢ + c1) 0 4 (612 + 205) & 4= {092 - Beg)a” . - ¢, 20" =0,

(co?® 2012+ 2¢) 0 (0187 Aoz - Beg) ' - o ¢, 2f N =0,

il che & inammissibile, poichs note considerazioni di algebrs di-
mostrano che 11 determinante del sistemsa e differente da zero.
TLa B, ha dunque una radice generale dell’ovdine #; due delle

i E'; non potranmo avere radici comuni, talche (§ 6, ) la
radice generale della F sarh la somma delle radici mnmah di
B, .. By, e sarh data pertanto dalla formula

16. Volendo determinare le radici mnon pitt di una forma
dordine finita in A, ma di un’operazione gualungue B commu-
tabile con A, e di cui sia noto che la radice genserale nel campo
che si considers ¢ d'ordine #, la espressione delle radiei si gmi‘;
determinare riconducendo la questione a guella visoluta nel § 14.
Si indichino infatti eon B, B, ... B, + radici di B costituenti un
sistema fondamentale nel campo funzionale che si congidera;
ogni altra radice in quel campo sard formata lnearmente con
queste, ma anche A(B;) sarh radice di B {§ 4) o pertanto

A (B@) == 0y g] "i" Cig gi{ Ji" ”%““ Cip Bv? {'” = 15 2* ?‘@ /fm)
che & precisamente un sistema della forms considerata al § 14
17. L’operazione B essendo regolare in A, si pud chiedere

se sard tale anche l'operazione B~' inversa di B. Cid equivale
a cercare uno sviluppo

@1) o -+ kA - kA L
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per le potenze di A, tale che apphcamvz Voperazione B, si
ottenga per risultato Uunita. Essendo

-B == Oy - {//'IA "’%" Q\,}A‘z “‘}"‘ sesneg

e ricordando che per le nostre operazioni commutabili valgono
le leggi formali della moltiplicazione, avremo

eokig ~ (er kg - coker) A - (eokg 1 by ~f coka) A* - =1,

alla quale si soddisfa cerfamente — non & pud perd dire esclu-
sivamente — pounendo

, , ,
Coleg == 1, e1kg -+ eoley == 0, coky -+ oyfy +~ ks == 0,....;

dalle quali, se ¢, » differente da zero, si possono determinare
univocamente 1 coefficienti dello sviluppo (21}, che somno quelli
stessi dello sviluppo in serie di potenze di 2z del quoziente

1
e+ ez ot )

L’operazione inversa di un’operazione B regolare in A am-
mette dunque una determinazione che & pure regolare in A, e
di cui si possono facilmente caleolare i coefficienti. Oltre a
questa determinazione di B! se ne hanno altre, le quali perd
si ottengono tutte dalla prima aggiungendo una radice arbi-
traria B di B; poiche se

B~ (g) = v, » anche B~ (p) = w - B.

Alire determinazioni per B™' non sono possibili.

Se Uoperazione B & una forma lineare in A, 1'espressione
che rappresenta B! sard una serie ricorrente e tale sard pure
ogni prodotto della forma FFr, essendo T, ¥, forme lneari

in A. In particolare si aved, essendo ¥, = A — a:
B (A gt e = A A
/ @ ot
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18. Si osservi che le radici B di B non possono apparte-
nere al campo di convergenza delle serie di potenze di A che
rappresenta B~'. Se infatti a B™'(B) si applica l'operazione B,
verra ‘ -

BB™'(B) = B™'B(g) = B(0),

che © nulla poiché per B~' si assume la determinazione rappre-
sentata da una serie di potenze di A; mentre d’altra parte
BB~'(B) == B, il che implica contraddizione.

Invece la radice a di A, e cosi le funzioni indicate ai §§ 7
o Seg. COn Gy, Oy, Og,.. sono nel campo funzionale di conver-
genza della serie ottenuta per B, poiché per esse tale serie
si riduce ad un polinomio. Sostituendo unella serie rappresen-
tante B la funzione a{z,e), si ottiene

B Ho(x,2)) = o(x,2) {ky -+ k2 - Ey2?® - )

Se dungue la serie Z¢,2" ammetie un cerchio non nulle di

convergenza, o ¢, & differente da zero, la serie

ammetterd un cerchio di convergenza il cul raggio & il woduls
minimo p delle radici di Ze¢,2", e per | 2| <p la funzione a(x,z)
appartiene al campo funzionale di convergenza della serie che
rappresenta B™'. Si vede pure senza difficolta che per | 2| <p
anche g—g, b;;g, appartengono allo stesso campo funzionale.

Riassumendo i risultati di questo e del precedente §, ab-
biamo che ‘

“ Se B & un’operazione regolare in A, col termine indi-
“ pendente da A differente da zero,

m P
B = ¢, A"

%=0

“ fra le determinazioni di B~ (differenti una dall’altra per una
“ radice di B) ve n’¢ una pure regolare in A. I coefficienti del

[

sviluppato pér le

suo sviluppo sono quelli del quoziente chz"
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“ potenze crescenti di 2. Lo sviluppo trovato & valido certa-
“ mente per oy, o), .. €, se Z¢,2" non & una serie costante-
“ mente divergente, anche per a(x,2) e per le sue derivate parziali
rispetto a 2 per valori di z in modulo abbastanza piccoli;
esso non pud essere valido invece per le radici B di B ,.

19. Quando un’operazione B commutabile con A non & re-
golare in A, si potra dire, continuando l’analogia colla nomen-
clatura della teoria delle funzioni, che essa & singolare rispetto
ad A. Ora nel campo funzionale in cui A ha una unica radice,
non & possibile che l'operazione B, singolare rispetto ad A, sia
ad un valore: infatti sia o la radice di A; si avrd

AB («) = BA (o) = B(0),

ma se B(0) fosse nullo, ne verrebbe B (a) = kya essendo %,
una costante e per conseguenza, applicando il procedimento dei
§§ 8 e 9, B risulterebbe regolare in A, contro Iipotesi. Onde
B(0) & differente da zero e B non pud quindi essere ad un va-
lore nel campo considerato.

Come esempio pit semplice di operazioni non regolari in A
abbiamo le A™', A~™"; tale & pure B~ se B = AC, essendo C
regolare in A.

L’operazione F~', dove F = E, K, ... B, & singolare ri-
spetto ad Ky, B, ... Es; e le singolarita si possono separare
dando ad F-' la forma

F—'—01E1+ + +c'f a17

i coefficienti si ottengono colla regola stessa della scomposizione
delle funzioni razionali in frazioni semplici.

20. Le considerazioni precedenti c¢i conducono senza diffi-
colth dal concetto di forma lineare d’ordine r in A, — che ¢
quanto dire funzione razionale intera del simbolo A — al con-
cetto di funzione razionale fratta del simbolo A: per le quali
funzioni valgono le stesse regole di calcolo delle funzioni razio-
nali di una variabile numerica, ma che a differenza di queste, sono
a pit determinazioni e si riducono a determinazioni univoche
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solo mediante limitazioni opportune del campo funzionale. Si &
cosi naburalmente condotti ad un passo ulberiore, a considerare
cioe in generale le funzioni analitiche del simbolo operatorio A:
funzioni che sono definite da una serie di potenze di A e che
si pud continuare, col metodo stesso della continuazione anali-
tica della solita teoria delle funzioni, sostituende alla serie di
potenze di A le serie di potenze di X, == A — o (*}. In par-
ticolare si hanno le funzioni X algebriche di A, definite da una
equazione :

,f(X, A} == 05

dove f & funzione razionale intera dei due simboli X, A, a coef-
ficienti costanti, ed X si pud sviluppare in serie di potenze
di A, con considerazioni relative alla moltiplicita ed al campo
di validith degli sviluppi che offreno grande analogia, ma anche
alcune differenze, colla ordinaria teoria delle funzioni algsbriche.
In questo ramo del caleolo funzionale vengono a trovars il loro
posto i tentativi falti dal Lriovvizam, dal Hormenmy o da albri

-per uno studio delle derivate ad indice qualungue.

21. 11 calcolo simbolico operativo considerato in molti traf-
tati di analisi si limita per lo pitt alle operazioni che sono
funzioni analitiche della ordinaria derivazions, che rappresente-
remo con D. Applicando a questo caso speciale le cose dette
nel presente lavoro, si scorgono molte semplificazioni alle pro-
posizioni generali date nelle pagine precedenti, poiche D am-
mette nel campo funzionale formato dalla totality delle funziond,

(*) Funzioni analitiche, ed in particolare razionali od esponenziali di
uno o pil simboli operativi sono state spesso e da lungo tempo conside-
rate. Devo al prof. Peano Uindicazione del Treatise on the Calculus of ope-
rations di Carmichael, dove si trova rviassunto quanto si da negli ordinai
trattati intorno al cosidetto Calcolo simbolico. Ma tali considerazioni sono
sempre state puramente formali e presentate come mebodo abbreviato,
destinato a facilitare i procedimenti del Calcolo ordinario; non mai come
campo di studio a si, per quanto, come si & visto in quesbe poche pagine,
in esso si presentino nuove ed interessanti questioni circa ai modi di ag-
gruppamento, alle condizioni di validita, a quelle di univocita delle ope-
razioni distributive.
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la sola radice di prim’ordine 1. Il sistema di funzioni ay, a,,... q,...
considerate al § 7 non differisce che per una modificazione senza
importanza dal sistema di polinomi considerato dall’Appell (¥),
La funzione a(z,2) & ora ¢¥; i §§ 14 e seguenti riconducono
alla risoluzione dei sistemi di equazioni lineari e dell’equazione
differenziale lineare omogenea, a coefficienti costanti, mentre il
§ 17 da la risoluzione dell’equazione non omogenea. Le opera-
zioni regolari in D non sono altro che le operazioni definite
dall’Appell per mezzo dei suoi polinomi (*¥).

Ma sul simbolo D non & soltanto applicabile tutta quella
parte del calcolo ordinario che si fonda sulle regole formali
della moltiplicazione, bensi tutto quanto risulta dall’applicazione
della regola di derivazione delle serie di potenze. Se infatti noi
adottiamo quella definizione di derivazione funzionale data nella
Nota del 17 febbraio 1895 dei Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, la derivata funzionale di D" sara » D" e varra
inoltre la regola di derivazione del prodotto. Da cui risulta,
fra altre conseguenze, che un’equazione differenziale lineare sim-
bolica, in cui al posto della variabile indipendente stia il sim-
bolo D ed i cui coefficienti siano serie di potenze o polinomi
razionali in D, si pud integrare per serie mediante sviluppi
che hanno gli stessi coefficienti delle serie di potenze integrali
della vera equazione differenziale lineare dedotta dalla proposta
col sostituire a D una variabile numerica.

(*) Annales de VEeole Normale, S. 11, T. IX, 1880.

(**) Loc. cit., pag. 183. Ho gid osservato in altra occasione come le
operazioni di Appell formino un gruppo che coincide col gruppo delle ope-
razioni commutabili colla derivazione.




