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13 [87]. 

Cenno sulla Geometria dello spazio funzionale. 

Rendiconto della R. Accademia delle Scienze dell 'Istituto di Bologna ; 
(Nuova Serie) 1, 85-95 (1896-1897). 

In alcuni lavori recentemente pubblicati ho espresso il concetto 
che, per varie ricerche d'Analisi, è opportuno considerare la tota­
lità delle funzioni analitiche di una variabile x o — per meglio 
fissare le idee — la totalità delle serie di potenze intere positive 
di oc, come una varietà o spazio di cui ogni singola serie costituisce 
un elemento. Ad una tale varietà, evidentemente ad un numero 
infinito di dimensioni, si può dare il nome di spazio funzionale ) 
ogni serie di potenze di x sarà un punto di questo spazio ed i 
coefiìcienti della serie si potranno riguardare come le coordinate del 
punto. Nel presente brevissimo cenno mi propongo di sviluppare 
alquanto questo concetto, ritenendo che Fuso del linguaggio geome­
trico nelle ricerche d'indole funzionale possa valere molte volte a 
renderle più chiare ed intuitive, nonché ad introdurvi quei punti di 
vista e quei metodi che rendono così fecondi i lavori del L I E . 

1. — Indicherò colle lettere minuscole delFalfabeto greco i 
punti delFora accennato spazio funzionale, cioè le serie di potenze 
intere positive della x, che chiamerò senz'altro funzioni, per bre­
vi tà; le lettere minuscole delFalfabeto latino ci rappresenteranno i 
numeri, costanti o variabili. Le due funzioni a ed a a si rappresen­
teranno con uno stesso punto dello spazio funzionale. Essendo 
eiJ c2 , . . . , en numeri arbitrari ed a1? a2 , . . . , <x,n funzioni linearmente 
indipendenti, Finsieme dei punti 

c± a± + a% a2 -f ... + cnan 

costituirà una varietà o spazio lineare ad » — 1 dimensioni conte­
nuta nello spazio funzionale. Per n = 2 si ha una retta, per n = 3 
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un plano. Una varietà lineare ad n dimensioni verrà indicata 
con TIn* 

2. — Supponendo che la a sia funzione, oltre che della x , di 
altre r variabili z±y z%,..., zr, vediamo che essa ci rappresenta una 
varietà (generalmente non lineare) ad r dimensioni contenuta nello 
spazio funzionale. In particolare una funzione di due variabili 
a(x,z) ci rappresenterà una varietà ad una dimensione, che potremo 
dire una curva dello spazio funzionale. Supporremo che a sia fun­
zione analitica della z , e ci limiteremo ad un campo di valori di z 
per il quale essa sia regolare e ad un valore. 

3. — Avendosi la curva a (#,£), ogni valore di z ci dà un 
punto della curva 5 essendo ziyz^ due valori di z7 con 

c± a (co, z±) -f- e% a (x, z%) 

si ha una corda della curva, con 

c± a (x, z±) + c2 a (x, z%) -f- ... + cn a (x, zn), 

si ha una ZZ^-i, individuata da n punti della curva. Questi punti 
si possono anche supporre infinitamente vicini, e si ottengono così 
le espressioni 

/ \ 1 da 
0 zi 

S z±' 8 zi 

c0 a (x, z±) + ei — + . . . + en — - , 
e %i dei 

che rappresentano rispettivamente la tangente, il piano osculatore,..., 
la IJn osculatrice alla curva nel punto z = z±. 

L'espressione 

c0a(x,z) + c±j-^, 

in cui tanto oi : c0 quanto z si lasciano variabili, rappresenta la super­
fìcie sviluppabile costituita dall'insieme delle tangenti alla curva. 

24 
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4# — È facile vedere sotto quale condizione una curva appar­
tiene tut ta ad una varietà lineare ad n dimensioni, che dovrà essere 

quindi la sua ITn osculatrice. Basterà che n,1 si esprima linear-
v Z ' 

mente in funzione di a, — ,... , —— , cioè che a sia integrale di 

un'equazione differenziale lineare in z, a coefficienti dipendenti dalla 
sola z, dell'ordine n - f - 1 . Ma l'integrale di una tale equazione è 
della forma 

n 

(1) a (x, z) = 2 OCì (x) pi (z) ; 

reciprocamente, ogni funzione di due variabili di questa forma ci 
rappresenta una curva tutta compresa nella varietà IJn definita da 
a0{x)Jai(x)J...7(x,n(x). 

5. — Eicordiamo che una operazione A la quale applicata alle 
funzioni analitiche dà origine a funzioni pure analitiche, e che gode 
inoltre della proprietà distributiva, si dice operazione funzionale 
distributiva. Ognuna di queste operazioni dà pertanto una trasfor­
mazione dello spazio funzionale la quale, per ogni varietà lineare 
d'ordine finito di questo spazio, si riduce ad una omografìa. Una 
tale operazione può essere continua per tutto lo spazio funzionale o 
per una parte (F) di esso. Dicendosi che A è continua per le fun­
zioni di una classe (F) quando ad un numero g preso arbitraria­
mente corrisponde un numero h tale che alle funzioni della classe 
(r) minori in modulo di li per i valori della variabile compresi in 
un campo (7, corrispondono funzioni che in un campo 0' sono, in 
modulo, minori di g. 

Essendo a(a?,#) una funzione che per un campo continuo a 
due dimensioni, preso nel piano della variabile complessa 0, appar­
tiene alla classe (JT), l'operazione A farà corrispondere alla curva 
a (x,z) una curva, ed in generale alle tangenti, ai piani osculatori,... 
della prima corrisponderanno le tangenti, i piani osculatori,... della 
seconda. 

6. — In particolare, può accadere che un'operazione A lasci 
invariata tutta una curva, punto per punto. In tale caso, si avrà, 
essendo ju una funzione di z, 

A (oc (Xj z)) = ju(z) a (#, z) ; 
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ora tutte le operazioni della forma A71, e più generalmente tutte 
quelle date da 

B = c0 AQ + e± A + o% A* + ... + en A- + ..., 

le quali formano un gruppo permutabile con A, godono della mede­
sima proprietà. Posto che la funzione JLI (Z) sia funzione analitica di 
Zj si sviluppi z in serie di potenze di ./*(#), 

z = 2hn[ju(z)YJ 

indi si formi l'operazione 

0 =
 2J ttn -"- ' j 

verrà per essa 

(2) C [a (Xj z)] = z oc (Xj z). 

La proprietà di una curva di rimanere invariante punto per 
punto per una operazione distributiva può quindi porsi sotto la 
forma (2). 

7. — Se un'operazione C lascia invariante la curva a(XjZ) in 
modo che sia verificata la (2), lascierà pure invariate (ma non punto 
per punto) le tangenti, i piani osculatori,... le varietà TIn osculatrici 
a questa curva, in modo che ogni varietà 

\ a (x> z±) -\-\ 1- ... + hn—^ 

sarà trasformata in sé da quella operazione. L'insieme di queste 
varietà costituirà uno spazio 2 ad un numero di dimensioni arbi­
trariamente grande ed i punti di questo spazio daranno tutte e sole 
le soluzioni delle equazioni funzionali a coefficienti costanti 

c0 <p + Cl G(9) + c2 02 (y) + ... + cn CH<P) = 0 

di ordine arbitrario n . 
Se il valore z = 0 fa parte del campo di valori di z per i quali 

è applicabile la (2), la a(#,0) ci dà una radice dell'operazione 0, e 

(-—) , [—5J ,... ci danno le radici delle potenze successive 

di C ) esse fanno pure parte dello spazio 2 . 
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8. — Data un'operazione A, le operazioni della forma 

fé tn 

(3) G{tp)==<p + A{<p)t + A*(<p)T-2 + ... + A«(<p)—l + ... 

costituiscono un gruppo (gruppo ad un termine — einglied — nella 
terminologia del L I E ) simile al gruppo.delle traslazioni. In questo 
gruppo, A può prendere il nome di trasformazione infinitesima. 

Applicando il gruppo di operazioni G ad un punto qualunque 
a (x) dello spazio funzionale, si ottiene una curva 

oo pi 

*(xJi) = 2 An((x.) — 

che può dirsi la traiettoria del punto a (x) per le operazioni del 
gruppo G. Essa è pure traiettoria di uno qualunque dei suoi punti 
a (Xy tj . Abbiamo così risolto il 

P r o b l e m a I . Dato un gruppo G generato dalla trasformazione 
infinitesima A, trovare la traiettoria di un punto qualunque dello 
spazio funzionale. 

9. — La tangente alla traiettoria in un punto qualunque di 
essa si ottiene facilmente per mezzo della trasformazione infinitesima. 
Si ha infatti che la tangente alla curva a(x,t) nel punto t = t± è 
data da 

c0 a (x,t±) + ei A [oc (<c,t±)], 

il che equivale a 

(4). ^f^ = A [«(*,*)]. 

10. — Oltre alle traiettorie, curve che si trasformano in sé 
mediante le operazioni del gruppo (3) ma i cui punti si spostano 
lungo le curve medesime, possono esistere anche curve di cui tutti 
i punti sono invarianti $ con queste curve rimangono invarianti (§ 7) 
le loro tangenti, i piani osculatori, le varietà lineari osculatrici ad 
un numero qualunque di dimensioni. Proponiamoci il 

P r o b l e m a I I . Dato un gruppo G, generato dalla trasforma­
zione infinitesima A, trovare un curva di punti invarianti per tutte 
le operazioni del gruppo. 

Suppongasi che Poperazione A ammetta una radice a0 nel no­
stro spazio funzionale j determiniamo una successione di funzioni 
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... mediante le equazioni 

(5) A (a0) = 0 , A (ot±) = a0 , A (oc2) = 2a1? . . . , A (ocn) = nan-ly,.> . 

Si consideri allora la curva 

OO /yfl 

a (x,z) = 2 ocn(x) —: 
n=0 w • 

si avrà dalle (5) 

A [oc (Xj z)] = z oc (œ, z) 

e quindi, per ogni operazione G del gruppo (3), 

G [a(#, z)] = etz a (x, z). 

11. — Dai precedenti miei lavori sul calcolo funzionale risulta 
che un'operazione funzionale distributiva può riguardarsi come ge­
neralmente determinata, almeno in via formale, quando si conosce 
la successione /?0, /? 1 ? . . . , pnj... delle funzioni che essa fa corrispon­
dere ad una successione data di funzioni a0, a1 ? . . . , anj... . Ciò am­
messo, è facile risolvere le due seguenti questioni, inverse dei 
problemi I e IL 

P r o b l e m a I I I . Data una curva a(x)z)y determinare un gruppo 
G per il quale essa sia traiettoria. 

La trasformazione infinitesima A del gruppo si ottiene facil­
mente : posto, infatti, 

OO g7h 

OC (X,Z)= 2 Uni®)— , 

basta definire A colle condizioni 

A (a0) = oci , A (a±) = a2 , . . . , A (o»_i) = a» , . . . , 

ed ottenuta A si deduce senz'altro mediante la (3) il gruppo G, per 
cui si verifica immediatamente essere a (œ, z) traiettoria di a 0 . 

P r o b l e m a I V . Data una curva oc{xJz)J determinare un gruppo 
G per il quale essa sia luogo di punti invarianti. 

Posto ancora 

ct(œ,z)= 2 ocn(x)— , 
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si determini un'operazione A colle condizioni 

A (a0) = 0 , A (a4) = a0 , A (a2) == 2<xi,... -, A (a») = wa^-i,... ; 

se ne ricaverà immediatamente 

A [a (a?, z)] = z a (x, 2?) , ^ 

onde (§ 10) la medesima funzione sarà anche curva di punti inva­
rianti per tutto il gruppo G. 

12. — Possono esistere gruppi (3) tali che ogni loro curva 
traiettoria sia tutta contenuta in una varietà lineare di un numero 
determinato di dimensioni, m — 1 ad esempio, la quale varietà 
dovrà naturalmente essere la Um—\ osculatrice della curva stessa. 
Indicando con a un punto della traiettoria, la sua varietà lineare 
Z7m_i osculatrice in quel punto sarà 

c0 a + oiA (a) + ... + em^ Am~l (a) ; 

se quindi la traiettoria è tutta in questa varietà^ Am(<x) dovrà (§ 4) 
essere linearmente esprimibile per a , A (a),... , Am~1(oc). L'operazione 
A soddisfarà pertanto ad una relazione 

(5) a0 ^ ° + ^ A1 + a2 A 2 - j - . . . -\-amAm = Q 

a coefficienti indipendenti da x. ? . ed ogni operazione G del gruppo 
(3) soddisfarà pure ad una simile relazione. 

Ogni operazione ciclica, ad esempio, è di questa natura. 

13. — Per dare qualche applicazione delle considerazioni svolte 
fin qui, prendiamo come primo esempio Poperazione di derivazione, 
che rappresenteremo con D . Essa genera il gruppo delle operazioni 

(6) ' c, + D(c>).« + .D*(c>)^ + ..., 

le quali hanno per effetto di mutare x in x -\-t nella funzione ar­
bitraria cp(x). Le curve traiettorie saranno dunque della forma 
<p (x -f- z) ) la loro tangente sarà data dalla (4), che nel nostro caso 
si riduce a 

ô os.(x1z) ___ ê a (Xj z) 
Tx ~~ Yz ? 
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equazione il cui integrale generale è appunto 9; (x -\- z). Col metodo 
indicato al § 10, si può determinare la curva di punti invarianti 
del gruppo (6) che si trova essere ezx ; la varietà IIn osculatrice di 
questa è (§ 5) 

ezx (c0.-+- ci x -f ... + enx
n) ;• 

nello spazio funzionale 2 definito da queste si trovano (§ 7) tutte 
e sole le soluzioni delle equazioni differenziali lineari a coefficienti 
costanti. 

14. — Come secondo esempio, consideriamo Foperazione infini­
tesima definita da A = x JD (<p), <p essendo al solito la funzione ar­
bitraria. Posto 

00 

q> == 2 anx
n, 

n—0 

si ha immediatamente 

Am(<p)= 2 nmanx
n 

onde il gruppo ad un termine generato da A (q>) sarà 

G ((p) = (p (etz). 

Le curve traiettorie sono dunque della forma (p (elx) o, ponendo 
z = elj della forma <p (z x). La formula (4) dà per le tangenti a que­
ste curve la condizione 

d air Sa 
z —- = x T— , 

3 z S x ? 

il cui integrale generale è appunto <p{zx). La curva luogo dei punti 
invarianti si ottiene immediatamente col metodo del § 10, e viene, 
indicandola con a (x, z) = 2 (xn(x)zn

J 

a0 = 1, a4 = Ioga?,..., *n = ~ (loga?)w, 
n 

onde 
a (x, z) = xz . 

La sua varietà Hn osculatrice è 

xz {% + oi log X + ... + cn(log xf) . 
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15. — Consideriamo infine il caso in cui l'operazione A è una 
forma differenziale lineare d'ordine p : 

A((p) = 7i0DP(p -^-7iiD^~1(p-{- ... + npcp. 

Formata mediante la (3) l'operazione generale del gruppo di cui 
A è trasformazione infinitesima, si avranno le curve traiettorie sotto 
la forma 

OO /yìl 

*(x,z)= 2 A»[*(xy\ — , 
w=o ni 

e questo è l'integrale generale dell'equazione a derivate parziali che 
ne dà le tangenti e che è, per la (4), 

Soc__ P dv-ia 

Volendo ora le curve di punti invarianti del gruppo o, ciò che 
è lo stesso, dell'operazione A, si avrà (§ 6) da risolvere l'equazione 

A [a (x, z)] = z a (x, z). 

Questa è un'equazione differenziale lineare i cui p integrali di un 
sistema fondamentale sono funzioni analitiche di z : uno di questi 
essendo detto ô  (#,#), si potrà porre sotto la forma 

ai (xrz) = 2 aiin (x) zn, (i = 1, 2 , . . . , p), 

dove 

A (aÌ5o) = 0 , A (ai?i) = aiì0 , A (ociì2) = a u , . . . . 

Si otterranno in tal modo p curve di punti invarianti, e saranno 
pure tali tutte quelle della forma 

p 
£ G% 0L% \X, Z) j 

t—1 

saranno pure invarianti per la trasformazione J . , tutte le varietà 
lineari, di cui è ovvia l'interpretazione geometrica, della forma 

| 2 ^ 8h*±(œ,z) 
J Z I J ì i i > % h • 

i ^ l Ji^Q ' S & h 
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16. — È facile trovare la condizione alla quale deve soddisfare 
una successione di funzioni a1? a2 , . . . , a n , . . . della x perchè 2 ocnz

n 

rimanga invariata quando lo spazio funzionale si trasforma mediante 
una forma differenziale lineare d'ordine p : questa condizione è e-
spressa da 

<X"ti—l &n 

OCn+1 

. . . OL 

*n+l 

«w-j-jp ÛCw-j-jp+1 V>rir\-p-\-l 

(P) 

«71+1 

AP) 
fcra-f.p+1 

0, 

dove cogli apici sono indicate le derivazioni rispetto ad x , ed 

w = 1,2,3, 


