I Grandi Matematici Italiani online

SALVATORE PINCHERLE

SALVATORE PINCHERLE

Sull’inversione degli integrali definiti

Memorie di Matem. e Fis. della Societa italiana delle Scienze (detta dei
XL), Serie 3, Vol. 15 (1907), p. 3-43

in: Salvatore Pincherle, Opere Scelte, a cura della Unione Matematica
Italiana, vol. 2, Edizione Cremonese, Roma, 1954, p. 302-355

<http://www.bdim.eu/item?id=GM _Pincherle CW 2 302>

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=GM_Pincherle_CW_2_302
http://www.bdim.eu/

28 [133].

Sull’inversione degli integrali definiti.

Memorie di Matem. e Fis. della Societa ital. delle Scienze (detta dei XL, Roma);
(8) 15, 3-43 (1907).

Il problema  funzionale rappresentato dall’equazione

m [[ate, 0 () at = oto)
®

dove a(x,t) e @) sono funzioni date ed w(f) ¢ una funzione da
determinarsi, & noto sotto il nome di «inversione di integrale defi-
nito ». La funzione o(x, t) & stata da me chiamata funzione caratte-
ristica  dell’equazione (I); dal’HILBERT (!), che ha chiamata la (I)
equazione integrale lineare di prima specie, la ar, ?)
¢ stata detta pernio (Kerm). Il problema (I) ¢ importante per se e
per le applicazioni alle quali da luogo: non solo si presenta in
questioni fondamentali nella teoria delle funzioni, nella meccanica e
nella fisica matematica, non solo & strettamente legato a problemi
di integrazioni di equazioni alle differenze finite, di equazioni diffe-
renziali, alla ricerca di sviluppi in serie di determinata forma per
una data funzione, ecc., ma & da questo problema che venne posta
meglio in luce Vopportunita del calcolo che studia le operazioni di-
stributive in quanto si applicano a funzioni. Sotto questo punto
di vista, lequazione (I) pud venire interpretata in un modo assai
semplice : ’integrazione definita, che figura nel primo membro di (I),
¢ un’operazione funzionale determinata dalla sua funzione caratte-

(*) Gotting. Nachrichten, 1904-05: lavori dove si trovano, per il campo reale,
risultati dei pilt notevoli per la teoria e per le applicazioni delle equazioni fun-
zionali delle forme (I) e (II).
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ristica e dalla linea (I) d’integrazione; questa operazione, che va
eseguita sulla funzione w(t), si indichi con A(w): allora lequazione
(I) non significa se non la ricerca del risultato, sulla funzione data
¢(x), dell’operazione inversa A-—1,

Pero, un’equazione della forma (I) non & sempre possibile; per
accertarsene, basta ricordare un esempio che & stato citato altre
volte: se a(x,t) & una funzione razionale intera in « di grado m,
ed ! & una linea finita, ’equazione (I) non pud avere soluzione se
@(x) non & del pari una funzione razionale intera di grado m. Que-
sto esempio mostra come, a differenza dell’equazione, in w(x),

() ofo) + [ate, 0 0l at = pla),
®

che dalHILBERT & stata detta equazione integrale lineare
di seconda specie, la risoluzione dell’equazione (I) dipenda piu
da considerazioni qualitative che quantitative ; da cid ha forse ori-
gine il fatto che la risoluzione dell’equazione (II) si sia ottenuta,
almeno per una classe assai estesa di casi(!), mentre ben poco
avanzata & quella dell’equazione (I). Per questa si presenta infatti,
come essenziale, un quesito della seguente forma: « Data un’opera-
zione A, caratterizzata dalla forma del suo Kern a(w, t), quali sono
le classi @ di funzioni (spazi funzionali lineari) alle quali & appli-
cabile Voperazione inversa A—1%». Oltre a cio, vi & da chiedere se
. Poperazione A—! sia o no univoca, e a quali spazi funzionali &’
appartengano i risultati di A—! applicata alle funzioni della classe
@; ma non si pud dire che esistano, per ora, risposte generali a
domande di simile natura.

Come si & detto, offre particolare interesse lo studio qualitativo
dell’equazione (I) o la ricerca dell’operazione A—1; & a questo lato
della questione che intendiamo di porre maggiormente attenzione.
Trattandosi di mettere in relazione, piu che valori numerici, la forma
di funzioni fra loro dipendenti, si intende come le ricerche funzionali
che qui si presentano, a differenza di quelle dei lavori del’HILBERT
e della sua scuola, non offrano che una scarsa analogia con quelle
che si hanno, ad esempio, nel Calcolo delle variazioni o nello studio

(1) Per opera specialmente di FREDHOLM; vedasi: Acta Math., T. 27, pag.
365 (1903). Per un caso alquanto pitt speciale sono da ricordare i lavori del
VOLTERRA (Atti dell’Accad. di Torino, 1896; Annali di Mat., S. II, T. 25).
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delle dipendenze che il VOLTERRA ha dette « funzioni di linee » ; e
come la particolarita della funzione caratteristica, della ¢(x) e della
w(x) di essere analitiche e di appartenere a determinate eclassi,
abbia qui una speciale importanza. Percio non & il caso gid consi-
derato da vari autori, ma non risoluto in generale, il caso cioé in
cui a(z,t) e @) sono funzioni reali delle variabili reali # e t prese
entrambe in un intervallo fisso, quello che dal nostro punto di vista
e per la risposta al quesito fondamentale formulato pili sopra potra
avere la maggiore importanza: prevale invece per noi la considera-
zione della forma della funzione caratteristica, supposta analitica,
ed a questa forma, come l’esempio teste ricordato dimostra lumino-
samente, & strettamente legata la possibilitd o meno di risoluzione
dell’equazione (I).

Sulla quale equazione, o sull’operazione A(w) che ne costitui-
sce il primo membro, & da aggiungere un’osservazione essenziale.
Un’espressione ‘

(ILL) [ a(x, 1) w(t) dt
o

definisce, per un certo campo funzionale in cui possa variare arbi-
trariamente w(f) o per certi valori di un parametro s contenuti in
o, una determinata operazione ; questa gode di particolari proprieta
e ubbidisce a relazioni di cui alcune sono tali da caratterizzarla.
Ma pud avvenire che, variando il campo funzionale in cui si trova
w, o variando il valore di s, l’integrale (III) cessi di avere signifi-
cato: mentre con altra espressione di forma diversa si avrebbe -
un’operazione che per w o s, nei campi primitivi, coincide con (III)
e che nei campi nuovi, in cui (III) non vale, conserva le proprietd
che caratterizzavano la A. In tal caso e ben ovvio il ricorso al noto
principio di permanenza: & naturale riguardare come entita
a s¢ non lepressione (ITI), ma Voperazione A in tutto il campo in
cui esiste e in cui mantiene le sue proprieta, mentre Pintegrale (III)
non &, per cosi dire, che un modo contingente di rappresentarla.
Viene da cido che dei due problemi della risoluzione dell’equazione
(I) e della ricerca dell’operazione A—!, il secondo ha estensione
" maggiore del primo: e dal fatto che, in qualche caso, non si trovi
una funzione che sostituita a w(t) in (I) ci fornisca la g(x), si deve
concludere che non esiste A=) in quel campo funzionale che da un
senso  all’integrale, ma non si puo asserire che in campi in cui la
stessa operazione A ammette rappresentazioni diverse, debba mancare
necessariamente la A—Ye). ‘
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In questa guisa l’entitad « operazione funzionale » viene a riac-
costarsi, dal punto di vista logico, a quella di « funzione analitica ».
Anche all’ente funzione analitica possono competere varie forme di
rappresentazione aritmetica pilt o meno contingenti, attraverso le
quali Vente funzione conservando le sue proprieta mantiene inalterata
la propria individualita. Al Lettore che sia alquanto familiare coi
concetti informatori dell’opera Sulle operazioni distributive, che ho
pubblicata con la collaborazione del prof. U. AMALDI, questa analogia
sembrera assai naturale.

Codesto concetto di estensione di un’operazione al di 1& dei
confini di validitd dell’espressione che la rappresenta originariamente,
si & presentata in certi casi nel modo piu naturale. Ad esempio,
si puo citare Poperazione di derivazione ad indice arbitrario, su cui
ci tratterremo alquanto nel presente lavoro; ed € questa estensione
che'spiegav la formula risolutiva nel noto problema d’inversione di
ABEL, che si troverd qui esteso al campo complesso.

La presente Memoria offre un contributo ben modesto allo stu-
dio del problema generale dell’inversione degli integrali definiti.
Riservando ad una seconda parte lo studio del caso in cui la fun-
zione caratteristica ammette come luogo delle sue singolaritd una
curva algebrica [argomento su cui non esiste letteratura, all’infuori
di una breve Nota preventiva da me pubblicata or son vent’anni (1)],
in questa prima Memoria considero un Kern che sia funzione della
differenza ¢ — . Nel §I codesto Kern & indicato con a(x — t); quivi
a(x) e @(r) si suppongono appartenere alla classe delle funzioni re-
golari in un intorno di « = oo, ed il cammino d’integrazione & una
linea chiusa: si vede allora come solo eccezionalmente la soluzione
w(t) dell’equazione (I) possa essere pure regolare nell’intorno di
¥ = o0, e come generalmente essa appartenga alla classe delle co-
siddette funzioni determinanti, il cui ufficio ha in tutta questa teoria
una notevole e spontanea importanza. Nel § IT il problema si ge-
neralizza per il caso in cui a(x) e @(x) sono alla lor volta elementi
della classe delle funzioni determinanti (di cui le funzioni regolari
per x = oo sono solo casi particolari). Nel §IIT e introdotta un’o-
perazione che, per le funzioni determinanti, non differisce essenzial-
mente dalla derivata d’indice s qualunque e nel § IV ne viene fatta
Vapplicazione all’inversione d’integrale definito in cui la funzione
caratteristica & della forma (¥ — ¢)—*—! a(x — t), essendo @ una fun-

(*) Rendiconti dell’Istituto Lombardo, 12 maggio 1887.

20
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zione determinante ; tutto ci0 nel caso di una linea d’integrazione
infinita e chiusa, e nel § V ne & data Pestensione al caso di una
linea d’integrazione infinita ed aperta, che richiede un esame pre-
ventivo del cosiddetto problema dei momenti, Infine nel § VI & stu-
diato il caso dell’integrale esteso fra un termine fisso ed il punto
variabile x, la funzione caratteristica essendo dapprima (¢t — x)—*—1,
come nel classico problema d’ABEL, poi (! — x)—*~1 p(t — x), come
nel detto problema generalizzato dal SONINE ; differendo il caso da
noi considerato da quelli noti, per il fatto che per la funzione data
@(x) & supposta, e per la cercata w(f) & richiesta, I’analiticitad (il me-
todo essendo del resto estendibile anche al caso delle funzioni non
analitiche) e che si trova il legame fra la forma analitica dell’una e
dell’altra : inoltre non figura piu lipotesi restrittiva della realita di
s, che pud essere per noi un numero complesso qualunque.

§ L

1. — Indicheremo con J linsieme o campo funzionale delle
funzioni o rami di funzioni analitiche di x, regolari per @ == oc ; per
le quali cioe, per valori di « abbastanza grandi in modulo, vale uno
sviluppo in serie di potenze intere negative di x ; supporremo inoltre
nullo il valore delle funzioni considerate per x = oco. Ogni simile
funzione sard uno speciale elemento di J, ed J costituira evidente-
mente uno spazio lineare ad una infinitd (numerabile) di dimensioni.

Per ogni elemento a(x) di & vale, per |#| > r, uno sviluppo
convergente della forma ’ ‘

@ a,

1) - a@) =23

0 xv-{»l *

Se ¢ indica una seconda variabile, a(x — ) & regolare sotto la
condizione

|2l > r 4],

tanto come funzione di x che come funzione di * — ¢, e se ¢ de-
scrive una linea ! i cui punti abbiano per modulo massimo 7,
a(x — 1) sard regolare per tutti i punti di codesta linea, sotto la
condizione

(2) lo| > r + 7y,
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2. — Sia ! una linea nel senso di JORDAN, di lunghezza finita,
semplice e chiusa. Sia f(x) un secondo elemento di ¢, regolare in
un intorno di # = oo che includa tutti i punti della linea I, e sia

k,
Pl

3) flo) = ;

r=0

lo sviluppo di f(x) convergente per |x| abbastanza grande.
Consideriamo ora l’espressione

@) ' — f alw — 1) 110) dt,
(O]

dove la linea ! & percorsa nel senso convenuto come positivo; essa
ha significato per tutti i valori di « soddisfacenti alla condizione (2)
e rappresenta, nell’area determinata da quella condizione, un ele-
mento g(x) di J. '

Questa funzione g(x) rimane la stessa se la linea (I) si dilata in
modo che ogni sua posizione (1,) includa la precedente; in particolare
si potra assumere come linea (!) un cerchio di centro x = 0 e raggio
r, sotto la condizione che f(x) sia regolare al contorno e all’esterno
di questo cerchio.

3. — Secondo un concetto che ho gid espresso da lungo tempo
ed applicato in molte occasioni, la (4) si pud riguardare come una
operazione funzionale, definita dalla funzione a(x) che ne verra detta
JSfunzione . caratteristica; questa operazione si indichera, per brevita,
con A(f). L’operazione A, eseguita su un elemento f dell’insieme
J, produce dunque un elemento determinato ¢g dello stesso insieme,
e la scelta della linea (I) d’integrazione e arbitraria, nel senso che
ad (I) si pud sostituire una qualunque delle (},) di cui al paragrafo
precedente.

Allespressione di A(f) data dall’integrale definito

@) Af) =57 [ ate—n 10 at,

®

se ne possono sostituire altre di forma diversa. Cosl, se si sviluppa,
nella (4), la a(x — t) per le potenze intere negative di # — ¢, il che
¢ lecito per la condizione (2), indi si integra termine a termine,
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viene, per.la formula di CAUCHY,

(b) A(f) — 5 (=1ra, d"f(m).

y=0 »! da”

Se invece si sviluppa la a(z — ¢) per le potenze intere ﬁegative
di x, i1 che & pure lecito softo la stessa condizione (2), si ottiene
lo sviluppo

agt” - va, 1 (v) ag =2 4 L a,
bt 2
alx —1t) =2

y=0

v+l )

che moltiplicato per f{t) ed integrato termine a termine lungo la li-
nea (I), da, in virth degli stessi teoremi di CAUomHY, Pespressione
di A(f), convergente per |x| > r 4 r,,

@ agk, 4 v kg o a,k
(e) Afy=2 o 9,

=0

Quest’ultima forma ci da lo sviluppo, nell’intorno di # = oo, del ri-
sultato di A(f), e si vede come esso sia simmetrico nelle due fun-
zioni @ ed f che gli hanno dato origine.

Si noti, dalla (¢), che A(f) non puo essere identicamente zero,
a meno che non lo sia la f. '

Si noti, infine, che Voperazione A & commutabile coll’operazione
D di derivazione, e che due operazioni A, B del tipo (a), corrispon-
denti a due diverse funzioni caratteristiche a(x), b(x), sono commu-
tabili fra di loro.

4. — Cio premesso, ¢i proponiamo il seguente problema d’in-
versione :
A) Dato un elemento g(x) di J, esiste in J stesso un elemento
flx) tale da soddisfare ‘all’equazione

(d) A(f)=9g 1

Per le espressioni di A( f) alle quali si & accennato nel n. pre-
cedente, questa questione equivale anche alle due seguenti :

A') E possibile trovare in J un integrale dell’equazione diffe-

renziale lineare mon omogenea, a coefficienti costanti e d’ordine infinito,

© S (= 1ra, &f

y=0 »! da>

= g(x),
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essendo g(x) un elemento dato in J%-

A"y B possibile, g, essendo il coefficiente di x—+D nello svi-
luppo di g(x) per Vintorno di x = oo, trovare soluziont k, delle infinite
equazioni lineari ad infinite incognite-

v
£) agk, +rak,_1 + (2> ak,_o -+ . + aky =g, r=0,1,2,..)

tali che il massimo limite di |"75,7 er ¥y = oc mon sta infinito ?
p

5. — Per dare risposta alle precedenti domande, conviene ri-
correre alla teoria, che risale a LAPLAOE ¢ ad ABEL e venne po-
steriormente perfezionata, specialmente dal POINCARE, delle funzioni
generatrici e determinanti (!); la quale teoria varrd anche a dare al
problema d’inversione, espresso dalla equazione (d), le sue pil natu-
rali estensioni. Supporremo che il Lettore conosca gli elementi, del
resto assai semplici, di codesta teoria; ci basti ricordare che se ¢(u)

e una funzione finita ed integrabile fra 0 ed oo, per valori ad e-
sempio reali e positivi di u, e tale che per un valore « di # 1’ integrale

) fla) = [ o) o= du

sia convergente, esso sara convergente per ogni « tale che sia
A(x) > R(x) (%), e rappresenterd sotto questa condizione una funzione
analitica regolare in ogni campo finito: per ogni regione cioe posta
a destra della parallela all’asse immaginario del piano x condotta
per il punto #. Questa funzione analitica si dice la determinante di
@(w), che ne viene detta la generatrice. Inversamente, la funzione

generatrice viene espressa, in funzione della sua determinante, da

Q o) =5 [ o an,

k—ico

dove w & reale e k > H(w).

(1) Vedasi in proposito, per esempio, la mia Memoria: Sur les fonctions déier-
minantes, Annales de I'Ec. Norm. Supérieure, ser. 3, tom. 22, 1905.
(®) Con &i(x) s’'intende la parte reale del numero complesso x,
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Ricordiamo ancora che ogni funzione intera della forma

’ oo
() ) =2 ——
dove, essendo m un numero positivo assegnabile, sia

) LARSE

ammette come determinante la funzione dell’insieme & rappresentata
da '

k’l’
9) > L
e, reciprocamente, che ogni funzione dell’insieme J ha per generatrice
la funzione intera del tipo (7) formata col passare da (9) a (7). Le
funzioni intere (7) i cui coefficienti verificano la condizione (8) sono
dellordine uno ed eccezionalmente di ordine inferiore; e precisamente
del tipo che dal PRINGSHEIM (!) viene detto mormale. Indicheremo
con & l'insieme delle funzioni intere (7) per le quali & soddisfatta la
condizione (8), equivalente (indicando le derivate mediante gli apici) a

|p®X0)| < m”

e potremo dire che gli elementi di & hanno per determimanti gli e-
lementi di J, e questi hanno tutti per gemeratrici elementi di &.

Inoltre, per il caso di una determinante f(x) appartenente ad
J, alla formula (6) si pud sostituire altra

’ UX
®) =g [ A e as,
0]

dove (I) & una linea chiusa circondante il punto # = 0 e tutta com-
presa in quellintorno di # = co in cui f(x) &. regolare.

6. — Riprendiamo ora lequazione (d) ed indichiamo rispetti-
vamente eon a(u), @(u), y(u) le funzioni generatrici di a(x), fl), g(x)

() Math. Annalen, Bd. 58, pp. 262-264,
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Sostituendo in (a) ad a(@ — ) la sua espressione
©0
(5" afe — 1) = / U=t o(u) du,
: d
viene, dall’inversione evidentemente lecita delle integrazioni,

(=]

A(f) = 5}1; / e~ guw) [ et f(t) dt du
0 @
e per la (6")
(10) A= [ o= afu) o) .

L’operazione A produce dunque la funzione determinante del pro-
dotto delle generatrici di a(x), flx).

Questa proprietd conferma la simmetria, gia notata al n. 3, del
risultato di A rispetto alle due funzioni a(x) ed f(x). Indicando con
G f Voperazione che, applicata ad f, ne da la generatrice, la (10) si
puo esprimere simbolicamente mediante

(107 Ga- Gf = G A(f).

Dalla (10), o dalla equivalente (10'), risulta subito, la risposta
alla domande fatte al n. 4. Infatti, Pequazione (d) essendo equiva-
lente a

Gy = Ga-Gf, o pu)= ) plu),

ne viene che la funzione f dovra essere la determinante di y(w)/e(u);
ma gli elementi di J sono dati da tutte e sole le funzioni determinanti
degli elementi di & (n. 5): onde segue che le domande formulate al
n. 5 avranno risposta affermativa se e soltanto se il quoziente y(w)/o(u)
apparterra all’insieme &.

' Ma ¢ facile vedere che affinche ci0 accada basta che p(u) sia
divisibile per a(u), cioé che il quoziente predetto sia una funzione in-
tera. Infatti, dalla proprieta (8) delle funzioni dell’insieme 8, risulta (1)

(*) PrINGSHEIM, loe. cit., pag. 327,
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che yp(u), a(w) sono di altezza (0 genere) 1 o 0, e quindi, essendo g¢,
le radici di a(u), g, quelle di y(u), della forma

(72 u

(11) o) = e ﬁ (1 — i) eqv, y(u) = ™ ﬁ (1 — —u—,> eq" .

y=0 Qv y=0 v

Se ora il quoziente y(w)/a(w) & una funzione intera, le radici di
a(w) saranno necessariamenbe tutte comprese fra.quelle di y(w), da
cui risulta, per le (11), che y(u)/a(u) avra la medesima forma e con-
seguentemente (1)  che 1 (,oefﬁcxentl del suo sviluppo in serie soddi-
sferanno alla condizione (8).

Concludiamo dunque che alle domande formulate al n. 4 wviene
data risposta affermativa se e solo se il quoziente y(u)/a(w) é una
Sunzione intera, nel quale caso essa appartiene all’insieme & (%)

7. — L’inversione d’integrale definito espressa dall’equazione
funzionale

@) a7 | e — 0.5 2t = gt
®

non & dunque possibile in generale mediante una funzione f(x) re-
golare in un intorno di # = co. La condizione di possibilita risiede in
una proprietd della funzione generatrice di g(x), quella che y(u) sia
divisibile per a«(u). La funzione g(x) deve cosi appartenere ad uno
speciale insieme contenuto in J, e che indicheremo con J,; & chiaro
che questo insieme & lineare, cioé che se g(x) e ¢,(x) hanno le loro
generatrici divisibili per a(w), lo stesso & di cg -+ ¢,9,. Se g appar-

d
tiene ad J,, vi appartiene anche ‘—d%, poiche e, D essendo Dopera-

zione di derivazione,

GDg = — ulyg;

pitt generalmente, se B & un’operazione analoga ad A, in cui f(w)
sia la generatrice della caratteristica, e se g appartiene ad J,, vi

*) PriNGsHEIM, loc. cit., pag. 266.
(®) Per quanto precede possiamo esprimere questo fatto dicendo che y(u) @&
divisibile per a(u).
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appartiene anche B(g), poiche e
GB(g) = pu) y(u).

Se ¢, appartenente ad J,, & sviluppabile in serie di potenze
negative di @ per |z| >+’ mentre a(x) lo & per |x| > r, la soluzione
fl@) di (d") & sviluppabile fuori di un cerchio il cui raggio & al pin
¥ . :

11 solo caso in cui J, possa comprendere tutti gli elementi di
J & quello in cui e a(u) = e, nel quale caso e

a(a) = f@) = gl + o).

8. — Se si limitasse la rigoluzione dell’equazione (d) al caso
ora considerato, il campo delle funzioni g(x) per le quali essa @
possibile sarebbe cosi ristretto da far quasi perdere al problema
qualsiasi interesse. Ma codesto interesse viene riacquistato dal fatto
che & possibile ampliare il campo di quelle funzioni, e c¢id si pud
~ fare facilmente con una lieve modificazione dell’espressione (a) data
per Voperazione A. Osserviamo a questo scopo che in quell’espres-
gsione si puo sostituire alla linea finita e chiusa d’ integrazione
una retta che sia tutta esterna al cerchio di centro O e di raggio
r -+ r, : questa equivalenza si scorge subito mediante un’ovvia ap-
plicazione del teorema di CAvcny. Considereremeo, in particolare,
codesta retta parallela all’asse immaginario, avendosi con cid per
A(f) DVespressione :

Frico
@) A = g [[ale—0 50 at,
F—ioo

dove k& & un numero positivo maggiore di r -+ »,. .

Ora questa espressione conserva un significato, ed insieme le
sue proprietd essenziali, se si estende il campo delle funzioni f(x)
assumendole come funzioni analitiche non pitt regolari per = = oo,
ma solo regolari in tutto il semipiano della variabile x definito da
#A@) > c, dove ¢ & un numero reale; ed inoltre supponendo che
esse tendano a zero di ordine non inferiore al primo quando « tende
all’infinito secondo wuna qualsivoglia direzione contenuta in quel
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semipiano (*). Indicheremo con 2 Vinsieme, evidentemente lineare,
delle funzioni aventi queste proprietd, qualunque possa essere c¢; &
chiaro che l’insieme J & contenuto in 9.

Le funzioni di 9 ammettono una funzione generatrice. In altri
termini, -se f{) & un elemento di 9, esiste la funzione ¢(u) della
variabile reale w, finita e continua in ogni intervallo positivo 0...m,
data da

k+-ico

(6 P = s f 1) e da,

fi—ico
alla quale corrisponde un numero ¢ [ordine della funzione ¢(u)] tale
che per H(x) > ¢ sia

(5") fa) = f o) = du ()

0
¢(w) & la generatrice di f(x), questa & la determinante di ¢(w).

9. — Noi considereremo dunque l’operazione 4, sotto la forma
(a’), estesa ad un elemento f(x) dell’insieme 2, supponendosi che sia
R(x) > r + k. Tanto a(x) che flx) ammettono funzioni generatrici, e
come tali si puo, nelle (a'), per H@ —t) > r, e quindi, poiche &
R) = k, per Rx) > r + k, sostituire ad a(x — t) D’espressione (5);
viene (cfr. n. 6) invertendo le integrazioni, il che & evidentemente
" lecito sotto le ipotesi fatte,

o k+ico
QL f e~ ou / e f(t) dt du
k—ioco
e quindi, per la (6”),
(10) . A(f) =/e‘*“" o(u) p(uw) du.

(1) 8i vedrd pitt avanti come questa seconda condizione non sia essenziale-
(®) Vedasi la citata mia Memoria: Sur les fonctions déterminantes, nn. 20 e
seg., dove per un migliore riscontro conviene porre ¢~ * in luogo di ¢,
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Questa espressione definisce, per &(x) > r + %, un elemento di D ;
e percid, come al n. 6, si ha come risultato dell’operazione A su f la
Sunzione determinante del prodotto delle gemeratrici o(u), @(uw) di a(x),
Slw) rispettivamente. ,

Si vede pure che il risultato di- A é simmetrico nelle due fun-
zioni a(x) ed f(x).

10. — B facile dimostrare, per una funzione fx) dell’insieme
9 data nel semipiano &(x) > ¢, la formula -

k-}ioo .
(12) ro=gg [ BX% E>e aw>wn,
k—ioo

Basta all’uopo prendere x entro il rettangolo avente per vertiei i
punti &k — ib, &' — ib, k' ib, k -+ ib, dove & k¥ >k, indi applicare la
formula di CAUOHY quando si integri lungo il perimetro del rettangolo.
Per le ipotesi fatte su flx), quando b tende all’ infinito le parti del-
Vintegrale relative ai lati k¥ —ib.. k¥ — b e k' ib..k - ib del
rettangolo tendono a zero ; l'integrazione estesa al contorno formato
dal lato k¥ —ib..%' <+ ib e dalla semicirconferenza avente questo
lato come diametro e rivolto verso il lato positivo dell’asse reale
mostra subito che anche l’integrale relativo al detto lato %' — ib...
«. k' - ib tende a zero per b= oco; e da ci0o segue la formula (12).
Da questa si deduce poi, senza difficolta, ‘

k4-ico

-
12) . fgy = ! f : fit) dt

21t x — ¢yt

k—ico

Cio posto,‘se §i sviluppa a(x — t) in serie di potenze intere ne-
gative di « — ¢, il che & lecito per &#(x) > r + %k e permette anche
Pintegrazione termine a termine, viene da (12') Vespressione

(b A =3 =0 o)

per loperazione A nel campo funzionale 9.

11. — Si pud ora chiedere se, nello stesso modo in cui lespres-
gione (b) dell’operazione A si & estesa dal ecampo J a quello ben piu
ampio 9, sia anche possibile una estensione dell’altra espressione
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(c) dell’ operazione medesima. A questo scopo, aggiungiamo alle
ipotesi fatte su f(x) (n. 8) l’altra che la funzione ¢(u) ammetta, nel-
Pintervallo dei valori u reali e positivi, le derivate di tutti gli or-
dini, tutte di ordine non inferiore a ¢, cioe tali che tutti gli integrali

/.e—“x @™(u) du n=1,2,3,..)

0
siano convergenti per &(x) > ¢. Sotto tale condizione, se si pone
(p(n)(()) = k,n (n = 0’ 1, 2, .-.)7

¢ noto (') che quando x tende all’infinito parallelamente alla direzione
delP’asse reale positivo si ha

, K,k ko
(13) iﬂﬂ, Jo) —— = e —

ot — 0;

cid si esprime, secondo il POINCARE (?), dicendo che lo sviluppo
Z (k, [ 2*11) rappresenta asintoticamente f{x), e si pud indicare con la
scrittura

v E
x’l’

(14) fa~t g B

1 e o

In base a cio, riprendiamo la funzione g(x) = A(f), la cui fun-
zione generatrice & «(u) @(u). Le si potra applicare la considerazione
ora fatta, e poiché si ha

@(0) = k, a™(0) = a,,
verra

@ ,
[ - a(u) (p(u)] = ag ky + va, ky_y + (”) gy Tys - woe Koy
W u=0 2

Quindi si ha per g(z) lo sviluppo asintotico corrispondente a questo
sistema di coefficienti; in altri termini, alla (c) del n. 3 si sostituisce

*) Vedasi pér esempio la mia Nota: Sugli sviluppi asintotici e le serie somma-
bili, Rend. della R. Accademia dei Lincei, 15 maggio 1904,
(®) Acta Math., t. VIII, pag. 296.



SULL’INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI (§ 1) 317

ora la
, ® ag ks + va, k1 oo - a, kg
(0 ) A(f) Nvio .’l'v+1 ¢
12. — Poiche Doperazione A, dapprima definita nell’insieme J,

si estende, conservando le sue proprieta, all’insieme pilt ampio 9,
possiamo cercare se, quando la soluzione dell’equazione (d) manchi
nel campo &, essa sia possibile invece in questo campo pit esteso 2.
Per quanto precede, se la soluzione di (d) ¢ un elemento f dell’in-
sieme 9P, detta ¢(u) la sua generatrice, dovra essere

a(w) plu) = y(u).

Onde : Il problema proposto ammette una soluzione in D, quando il
quoziente y(w)/oa(w) sia, insieme alle sue derivate di tutti gli ordini, fi-
nito e continuo per i valori reali positivi di w e di ordine non - supe-
riore ad un numero assegnabile. La soluzione é data dalla funzione
determinante del detto quoziente. Soddisfatta questa condizione,

a) viene eseguita U inversione &’ integrale definito espressa da

alx — 8 fit) At = g(x) ;

k—ico

b) wviene risoluta Vequazione differenziale lineare d’ordine infi-
nito (e); :
c) viene risoluto il sistema (f) di infinite equazioni lineari ad
infinite incognite k,, per wmodo che le k, siamo 4 coefficienti di uno
. sviluppo asintotico.

13. — Gli elementi dell’insieme 2 sono soggetti alla condizione
di essere regolari nel semipiano a destra di una retta perpendicolare
all’asse reale del piano z. Questa posizione speciale della retta non
ha pero nulla di essenziale; non vi & alcuna difficolta a trasportare
i risultati precedenti al caso di un insieme 94 di funzioni f(x) date
regolari nel semipiano limitato da una retta ! perpendicolare alla
direzione di argomento 0. Per fissare quello dei due semipiani limi-
tati da ! di cui si intende discorrere, stabiliremo che sia quello
posto dalla parte in cui vanno indefinitamente crescendo i segmenti
sulla semiretta di argomento 6 uscente dall’origine, e lo diremo il

semipiano in avant: di I
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Sia ¢ il segmento tagliato dalla retta [ sulla semiretta prece--

\

dente ; il semipiano ¢ il luogo dei punti # = & 4+ iy per i quali &
Ecos O+ nsenb >c.
Se & k> ¢, la parallela I’ ad ! di equazione

(15) . EeosO-Fnsenb =1

sard il luogo dei punti' dati da
x = €9 (k — ),

v essendo un parametro reale variabile. Se allora si forma

o w0 .
(16) Qu) = — ;n f F(€® (k — iv)) O k—iv) qp ,

la funzione »q;(;l) risultera finita e continua per i punti w  della
semiretta uscente dall’origine e di argomento — 6, e si avra inver-
samente : '
codlt
(17) ﬂ@:/¢@@m@
' 0

¢ si dird Vordine di ¢(u) nella direzione — 6.

Analogamente a cid che si & fatto per linsieme 9, anche per’
una funzione f(x) di Dy la @(u), definita da (16), verra detta funzio-
ne generatrice, e la flx) sara la sua determinante. Qualunque sia 0,
Vinsieme 92, contiene sempre Vinsieme J; se flx) & un elemento di

questo, la ¢(u) non differisce dalla funzione intera gid considerata
(n. 5); solo nella (16) essa & calcolata, bene inteso, per i valori u -
posti sulla semiretta uscente dall’origine di argomento — 6. L’ope-
razione A, definita da (a) per le f(x) delPinsieme o, si estende al-

Vinsieme 9y ponendo

Mﬂ:fm—mmm,
@

N

dove ora (I') & una retta la cui equazione e della forma (15); anche
!
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con questa definizione, la risoluzione dell’equazione

A(f) =y

si ricondurra alla formazione della funzione determinante di y(ﬂ)/oc(;) ;
con cio sara anche risoluta l’equazione (d), e se il predetto quoziente
ammette le derivate di tutti gli ordini, di ordine finito lungo la
direzione d’argomento — 0, sard anche ottenuto per f uno sviluppo
asintotico, valido quando x tenda all’ infinito nella direzione 6, in
avanti.

14. — La formula (16) definisce una funzione della variabile u,
il cui luogo e la semiretta uscente dall’origine e di argomento — 0.
Puo accadere in particolare che questa funzione risulti analitica;
ne diremo 2 la variabile; e che sia regolare per tutto P’angolo com-
preso fra le semirette uscenti dall’origine e di argomenti — 6,,
— 0, compresi fra 0 e 2z (si ruota nel senso positivo). Sia

0, <6<p;

sia inoltre ¢(2) di ordine inferiore a ¢ su tutte le direzioni — 0.
Consideriamo allora, nel piano w, la retta ! perpendicolare alla se-
miretta uscente dall’origine e di argomento 92 alla distanza ¢, indi
facciamo ruotare la semiretta ed insieme la sua perpendicolare I,
fino a che la semiretta abbia acquistato argomento 0,. La linea !
avra cosl delimitato un campo che diro 7.

Si considerino ora gli integrali

. s
coe—10 coe—10

(18) j e~ p(u) du, ] ‘ e~ @(u) du,

0 0

essendo 6, < 0 < 0’ < 0,. Un’applicazione immediata del teorema di
CAvUoHY mostra che questi integrali, per un punto x comune ai loro
campi di convergenza, sono eguali ; essi definiscono pertanto la stessa
funzione determinante f, che sard ora regolare in tutto il campo
indicato con 7T (campo di sommabilita secondo il BOREL).

15. — Torniamo ora al problema d’inversione espresso dall’e-
quazione (d), g essendo sempre un elemento di J. Abbiamo visto
come codesta inversione sia ricondotta alla ricerca della funzione
determinante del quoziente ¢(u) = y(u)/a(u). Questo quoziente & una
funzione analitica regolare in tutto il piano =, ad eccezione delle
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radici della funzione intera a(u); se w & una semiretta uscente dal-
Porigine di argomento — 6, su cui non cada alcuna di queste radi-
ci, e sulla cui direzione ¢(u) sia di ordine finito ¢, la soluzione sara
trovata, essendo data dalla funzione determinante di ¢(u), in tutto
il semipiano

Eeos O | nsenb > c.

Se cid accade su due semirette w ed u' di argomenti — 0 e
— 0 e ¢, ¢ sono gli ordini rlspettwl, la funzione determinante ot-
tenuta sara la stessa se fra w ed «' non cade alcuna radice di of(u)
e se Vordine si mantiene finito in -tutto l’angolo fra w ed u'; se in-
vece, ferma questa condlnone, cadono fra u ed ' radici di ac(u) in
numero finito, l’applicazione del teorema di CAUCHY mostra che i
due integrali (18) rappresenteranno due funzioni diverse, la cui dif-
ferenza sard, 2,,%2,,..,2, essendo le radici di a(w) comprese nell’an-
golo E, W , della forma

”

(19) > O e
h_.

se queste radici sono semplici, e della forma
3 (eno F ez - cpor® - ...) €1

1

se multiple.
Questa differenza & soluzione dell’equazione lineare di ordine
infinito, omogenea,

5 (—=1ya, &f

00 »! dx” ’

Tralaseiamo il easo, non difficile a discutersi, in cui nell’angolo
E,E’ cadano infinite radici di a(u); e, riassumendo, vediamo come a
risolvere Pequazione (d) col metodo indicato, la difficolta sia ricon-
dotta unicamente a riconoscere se accade, per qualche dirvezione, che
Vordine di y(u)/a(u) sia finito. Di pil, notando che &, per la (8),

l},(u)‘ < em[u;’

si conclude che basta riconoscere finito, in qualche dirvezione, Iordine
di 1/ ofu)
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§ T

16. — 11 procedimento tenuto per risolvere Pequazione (d) sug-
gerisce nel modo pitl naturale una ulteriore estensione. Fin qui, tanto
la funzione caratteristica a(x) quanto la funzione data ¢g(r) si erano
supposte appartenere all’insieme &; si era visto che la soluzione non
era generalmente possibile nell’insieme stesso e, sostituendo all’in-
tegrale (a) quello (a’), si era riconosciuto che, sotto questa ultima
forma, f(x) poteva essere anche assunta nel campo 2 ben pilu esteso
di ; in questo modo, veniva ampliato il campo di risoluzione del-
Pequazione (d) e dei problemi ad essa equivalenti. Ma sotto la forma
(a’), nulla vieta che anche a(x) si prenda comunque nel campo 2,
e cosl anche g(x); talché, con metodo idéntico'a quello precedente-
mente tenuto, possiamo giungere ad enunciare i seguenti risultati :

Sia data Vequazione funzionale

(@) g [ ae— 070 @t =gto),
k—ioo

dove a(x) e g(x) sono due funzioni date dell’insieme PD. Sia a(x) rego-
lare per &(x) > r, glx) per Rx) > r,; sia, nell’equazione precedente,
HR(x) maggiore del maggiore fra ¢ numeri v, ed r 4+ k. Si domanda se
Vequazione ammetta soluzione fix) in D. .

A questo scopo, si indichino con o(u), y(u) le funzioni generatrici
di a(x) e gx) e si formi il quoziente yp(w)/a(u). Se, lungo Vasse w reale
positive, codesto - quoziente é finito, integrabile e d’ordine finito ¢, la
Funzione cercata fle) sard la funzione determinante, regolare per
R(x) > ¢, del quoziente precedente.

Se o(w) ammette le derivate di tutti gli ordini, pure di ordine
finito, alx) ammette uno sviluppo asintotico i cui coefficienti sono a,;
allora insieme all’inversione (4") é anche risoluta Vequazione (e) diffe-
renziale lineare d’ordine inﬁhito.

Se anche ypu) e yu)/a(u) ammettono tutte le derivaté finite e
dordine finito, anche flx) ammette uno sviluppo asintotico, i cui coef-
ficienti k, sono legati a quelli di a(x) e g(x) dalle relazioni (£).

Se a(u), y(u) sono funzioni analitiche regolari in un angolo avente
il vertice nell’origine, ed hamno insieme & y(w)/a(u) le proprietd delle
Sfunzioni generatrici per tutte le dirvezioni contenute in quell’amgolo,
a(w), gx) e la soluzione flx) di (d) saranno regolari non solo in un

21
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semipiano H(x) > ¢, ma in tutto un campo T quale é indicato al n. 14.
Se nell’angolo esiste un numero finito di radict di a{u), ed anche, sotto
condiziont che & facile stabilire, un numero infinito, si ottengono

differenti soluzioni dell’equazione (@), la cui differenza & soluzione di
A(f)=0.

17. — Sulle operazioni che abbiamo ora considerate si possono
aggiungere alcune osservazioni.

Se A, B sono due operazioni aventi a(x) e b(x) come funzioni
caratteristiche; determinanti di a(w) e f(u), si ha immediatamente che
la operazione AB & uguale a BA ed ha per funzione ecaratteristica
la determinante del prodotto a(w) p(u).

Notando che la generatrice di 1jx & 1, si ha A(1/x) = a(x).

Essendo ¢ la operazione avente per caratteristica g(x), si ha
dunque

gl@) = C(1/2);
onde, rigolta Pequazione
(®) AQ)=1/x
rispetto alla funzione incognita b, la soluzione di

(d) A(f) = g(x)

sard data immediatamente da

- (h) f= C ().

Pertanto, alla risoluzione della equazione (d) basta in generale
quella dell’ equazione del tipo (g); la soluzione di questa & una
funzione b(x) che si pud dire associata di a(z) e che, oltre a verificare
la (g), di ancora ) : '

Bla) = 1/x.

La b(x) esiste sotto la condizione che 1/x(u), che ne sard la
funzione generatrice, abbia le proprieta richieste piti sopra per essere
tale. La formula (h) dard la soluzione generale del problema (d).
Pero, anche nel caso in cui questo non sia possibile in generale, per
non essere 1/a(u) dotata delle proprieta di funzione generatrice, pure
potranno darsi speciali forme di g per le quali ’equazione (d) ri-
sulti possibile : ¢ido accadrd quando, essendo A(u) funzione generatrice,
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sia

o, cio che torna lo stesso, quando operazione C che ha g¢g(x) come
caratteristica possa mettersi sotto la forma ¢ = AL, essendo L un’o-
perazione dello stesso tipo di A.

18. — Faceiamo Vapplicazione di quanto precede al caso in cui
a(x) sia funzione raziomale di x, nulla per ¥ = co.

Indichiamo con 2,,2,,...,2, le radici del denominatore di a(x),
che supporremo dapprima semplici; e sia

Cn

(1) alw) = 3

n=1 ¥ — &y

Ne segue immediatamente, per la funzioné generatrice, ’espressione

p co »
(@) aw) =3 o, " =3 L
n=1 p—=0 V.
Qui e
3) a,=c, & 4 ¢, 25+ oo ¢y 2.
Supponiamo prima
(4) ¢+ ¢ 4 . + 0 F 0.

La a(u) & allora diversa da zero per w = 0, e si ha per la sua re-
ciproca lo sviluppo

1 b, w
(5) ;('u—)'—‘z T
dove
ay by =1,
@by +ay b, =0,
(6)

.

y
ay b, 4+ va, b, + (2) Gy by_g oo 4, by=0;

la serie (b) converge entro il cerchio di centro v = 0 e di raggio
eguale al minimo modulo ¢ delle radici di a(u).
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L’inversione dell’integrale, espressa dall’equazione

m o An=[de—ouoar=1je,

®
sara, per la teoria generale pi‘ecedentemente esposta, data dalla fun-
zione determinante della funzione analitica uniforme e meromorfa

1/o(w). Si tratta di vedere lungo quali semirette d’argomenti 0,
uscenti dall’ origine nel piano u, convenga eseguire I’ integrazione

cocif -
‘ e~ Qu
8 . b(x) =
® =] T
0
che ci dara la soluzione di (7).
19.. — A questo scopo poniamo
w = re, 2 =&, + inn;

allora &
a<u) — g Cn er(gnmse—nnsen(?)—{—ir{Ensene-{—nncose).
n=1

Ora, la espressione &, cos 8 — #, sen 6 rappresenta in valore e
segno la lunghezza del segmento OP, intercetto dalla perpendicolare
condotta dal punto z, alla semiretta uscente dall’origine e di argo-
mento — 6. Accadra in'generale che fra i segmenti OP, vi sia un
massimo, nel senso che tutti i p — 1 rimanenti gli siano inferiori;
cid cessera di aver luogo solo quando la congiungente di due punti
2, 44 Tisulti perpendicolare alla direzione — 6, e lasci tutti gli altri
punti z; dalla banda negativa. Questa eccezione si presenta solo
per quelle direzioni — 6 perpendicolari ai lati del poligono convesso
che, avendo i vertici in alcuni- dei punti. 2;, lascia tutti gli altri
nel suo interno; le corrispondenti direzioni 6 si diranno singolari.
Essendo dunque la direzione 6 mnon singolare, supponiamo che
sia & cos 6 — x, sen 6 = OP, il massimo segmento intercetto sulla
direzione — 0 dalle perpendicolari, e si seriva

a(u) = ¢'1" o, 4 ¢ T | 4 ¢, T,

Per r tendente all’infinito positivo, la parentesi qui scritta tende a
¢;, ¢ quindi a(w), lungo la semiretta d’argomento 6, o non avra radiei
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o ne avrd un numero finito tutte a distanza finita. Le radici di a(u)
vanno dunque addensandosi in numero infinito solo nel senso delle
direzioni singolari. Se sulla semiretta d’argomento 6 non v’e alcuna
di queste radici, tale semiretta si prenderd semnz’altro come linea
d’integrazione in (8). Infatti e

1/o(w) = ¢ 1" d(u)

dove a(u) tende a ¢, per r = oo, e l’integrale (8) da la soluzione di
(7) nel semipiano posto dalla banda positiva della perpendicolare
condotta per — 2, alla semiretta d’argomento 6. Se sulla semiretta
d’argomento 0 vi & qualche radice % di o(u), bastera, nella linea
d’integrazione, sostituire ad un piccolo segmento di detta semiretta,
da 5 — & ad 5+ & la semicirconferenza di centro 5 ed avente come
diametro quel segmento; ¢id non altera in nulla la conclusione.

Le direzioni singolari, in numero finito, siano d’argomenti
0,,0,,..; a due direzioni 6;, 0,1, consecutive di queste corrisponde
un campo T;;;, limitato da due lati del poligono convesso di cui
8i & detto sopra, prolungati indefinitamente nel senso positivo, e
“da un arco di cerchio. La funzione b(x) varia passando da un campo
T al successivo, per Paggiunta di un integrale dell’equazione omoge-
nea A(f)=0. Entro uno stesso T, puo pure variare per l’aggiunta
di un numero finito di termini della forma ce”. Entro il campo
Tii+1 e per « tendente all’infinito secondo le direzioni comprese
fra —0; e — 0,11, b(x) & rappresentata dallo sviluppo asintotico
2 (b, [xt1).

Supponiamo ora che la semiretta d’argomento 6 ruoti intorno
all’ origine ; fino a che essa non viene a coincidere con alcuna
direzione singolare, la (8) rappresentera, al variare di 0, uno stesso
ramo della funzione analitica di # (n. 14), regolare in un campo
T se la semiretta non oltrepassa alcuna radice n di a(w) ed in caso
contrario la funzione si aumenta per termini della forma ce.

20. — Il caso delle radici multiple del denominatore di a(x) non
presenta notevole differenza, bastando sostituire alle (2) 1’espressione

P
21(%’0 A I S R s R
Ty==

se la radice z, & dell’ordine s di multiplicita; le considerazioni svolte
dianzi si mantengono senza modificazione.
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21. — Tl caso in cui non fosse soddisfatta la (4), ciod in cui,
essendo '

e+ o+t ep=0,
la o(u) fosse della forma

am +1 um—l—l

U = T

42 um+2

m o T

+ . (@my1 == 0),

richiede di essere esaminato particolarmente. La 1/a(u) essendo allora
infinita dell’ordine m per w = 0, espressione (8) non ha piu significato.
Mi si osservi che ha significato invece I’integrale

coetf

m o—ux
by(t) = f I
0 .

o(n)

e questo da, come si scorge immediatamente,
A@D,) = (— 1™ mlfamt?,

Ma operazione A & commutabile (n. 3) con V’operazione di derivazione;
ne viene che sard

AD—™pb,) = 1/x,
e quindi la soluzione di (7) sara data, nel caso che consideriamo, da
b@) = D=™(by) ;

le costanti che nascono dall’integrazione si determineranno in modo
che manchino i termini con potenze intere positive o nulle di .

22. — Avendosi ora lequazione pilt generale

9) A(f) = f alw — 1) i) At = g(a),
(O]

A

dove a(r) & una funzione razionale nulla per x = oo e g¢g(x) & una
funzione determinante, si indichi con € Voperazione del tipo (a) che
ha g¢g(x) come caratteristica. Si ha

9(@) = C(1/2)
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e percio, poiché 4 e ¢ sono commutabili (n. 3), da

A(d) = 1/=,
si deduce
ACD) = g(w).

La soluzione di (9) & dunque datar da flo) = C(b).

23. — Si noti che ll’equazione (9), che abbiamo cosl risoluta,
equivale, se le radici del denominatore di a(x) sono distinte, all’equa-
zione funzionale

(10) s b@ — #n) = g(@),

n=1

e se quelle radici sono multiple, e 2z, e dell’ordine s, di multiplicita,
all’lequazione

(10" 5 %cn,o b@ — 2n) — Cp1 b'(® — 20) 4 ...

n=1

.
.+ ((‘sn%)—?)“x Cns1 B0 @ — 2,) | = g(@).
Queste equazioni contengono, come caso particolare, le equazioni
differenziali o alle differenze finite, lineari, a coefficienti costanti, non
omogenee, i cui secondi membri sono elementi di J o di 9. In par-
ticolare, Pintegrale logaritmico appartiene, come caso specialissimo
e precisamente per a(x) = (@ + bx)/«®, alle trascendenti introdotte
nel presente studio.

§ II1.

24. — Sia @(u) una funzione della variabile reale u, data _fra
0 e oo, finita per ogni valore di % compreso fra questi limiti. Si
supporra che esista un numero reale ¢ tale che, & essendo positivo
arbitrariamente piceolo, @(u) et tenda a zero per w tendente
all’co ; e che, per v tendente a 0, esista un numero reale o tale che
per & positivo arbitrariamente piccolo, g(u)u—ot* tenda a zero. Sie-
come la prima condizione precedente, supposta soddisfatta per un e,
lo sard per tutti i ¢ maggiori, e la seconda supposta soddisfatta per
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un o, lo sard per tntti i ¢ minori, conviene indicare con ¢ il limite
inferiore e con o il limite superiore dei numeri che verificano ri-
spettivamente la prima e la seconda condizione. Si pud dire, per
brevitd, che ¢(w) ¢ d’ordine ¢ per v =0, e d’ordine esponenziale ¢
per u = oco.

Risulta da cid che, presi ¢ ed & positivi arbitrari, esisterd un
numero assegnabile positivo m tale che sia

a |pla) e—teHem a=ote| < m

per tutti i valori reali positivi di u. ]
Aggiungeremo le ipotesi che g@(u) sia integrabile in ogni tratto

finito dell’intervallo O ... 4 oo, e che sia ¢ > — 1.

0

25. — Sotto tali ipotesi, & noto come lespressione
(2) Sflw) = f P(u) e~ du

rappresenti una funzione o ramo di funzione analitica ad un valore,
in tutto il semipiano &(x) > ¢. Questa funzione, entro quel semipiano,
e fuori nel caso che sia prolungabile, & detta la funzione determi-
nante di ¢(u), e questa ne & la generatrice.

Tenuto conto della (1), si avra

©0

) If(':v)‘ < m/e"“-iiﬂ(@—c—e; we—e du,

0

ossia

(3) @l < mlo—¢ +1)

R(w) — ¢ — g)o—+1"

Ma & 6+ 1> 0; ne segue che se x tende all’infinito secondo le di-
rezioni comprese fra — 7/2 e nf2, le estreme escluse, la flo) tende @
zero di un ordine che non pud essere inferiore a quello di Rx)—0+2)
che per tanto poco quanto si vuole.

26. — Cid posto, considereremo Vespressione

(=]

(@) | 7ie) = [ pto) e e au.

0
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Questa ha significato nello stesso semipiano #(x) > ¢, dove rappre-
senta, come la f{x), un ramo ad un valore di funzione analitica

regolare ; inoltre & una funzione analitica della variabile s, regolare
gotto la condizione '

Rs) o0+ 1> 0.

- La funzione fi{x), che ha per generatrice la w’p(u), si puo ri-
guardare come il risultato di un’operazione distributiva eseguita su
Jix); indicherd questa operazione col simbolo K, e porro

(5) Jilw) = K{f).

I’operazione K, & la trasformata, mediante Voperazione G—! che
fa passare da una generatrice alla propria determinante, della mol-
tiplicazione per u*; si pud cio® scrivere:

Jo= G w@.f,
ossia
K, = G-l w@.

Dall’osservazione fatta alla fine del numero precedente, risulta che
per le direzioni ivi indicate la Jsx) tende a zero quando x va al-
Vinfinito, di ordine inferiore a &(s) 4 o + 1 per tanto poco quanto
si vuole.

27. — a) Dalla definizione dell’operazione K, risulta immedia-
tamente che, se 8, s’ ed s s’ sono tali che la loro parte reale sia
superiore a —o — 1, sara

(6) K, Ky = Ks+s’ 5

inoltre le K,, K, sono fra loro invertibili.
b) B chiaro che per s intero positivo, la K, non differisce che

8
per il fattore (— 1)* da %;Z—i, che indichiamo con D¢; onde

(M ~ K f=(— 1y D’f (8=0,1,2,..,

e da questa formula stessa risulta che, se o & positivo, per tutti
gli interi m inferiori a ¢ 4 1 si ha

Konf=(—1"D"f,
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dove le determinazioni delle costanti d’integrazione sono fissate dalla
condizione verificata per K, f, di tendere a zero per x tendente al-
P’infinito secondo convenienti direzioni.

28. — Alle ipotesi fatte su ¢(u) aggiungiamo ora quella che
essa sia continua ed ammetta le derivate dei primi # ordini in tutto
Pintervallo O ... + oo ; inoltre il numero ¢ introdotto al n. 24 valga
per le suddette derivate, cioé le

P () g(oter (n=20,1,2,...,7)

tendano a zero per w = co; infine la ¢(u) e le sue derivate abbiano
un valore finito per v = 0. La

wr—1
— — Y — — —1 —
y(u) = ) — @(0) — ¢'(0) u — ... — g"=1(0) r—D
sara una funzione finita, continua mnell’intervallo 0..oc0, e Vin-
tegrale
o) = [ wr ) ==

0

avry signifieato e rappresentera una funzione analitica regolare di #
per #(x) > c; inoltre, poiché w(u) tende a zero d’ordine r per u =0,
avra pure significato di funzione analitica regolare di s nel semipiano
#A(s) > — r — 1. Sostituendo in g ) per wu) la sua espressione si
ottiene

5 T A4 k- 1) ()

= fs{x) — 0 Tl s tetl ’
o8sia
s+1 )75 6415+ B) @H0)
(8) Jow 9s(@) + Ic=-=0 1.2..% 2L

Questa espressione mostra come, sotto le ipotesi del presente nu-
mero, la fyx) sia regolare nel piano s non solo per &(s) > —1,
come risulterebbe dalla espressione (4), ma per &H(s) > —r — 1, ad
eccezione dei valori § = — 1, — 2, ..., — r per ciascuno dei quali
essa ammette un polo del primo ordine in forza delle proprieta
della funzione I'. Dalle stesse proprieta si deduce senza diffi-
colta che il residuo di fi(«), come funzione di s, ¢ dato nel punto
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s=—n-41) da

1

10 — g0y @ 4 (3) g0 — o (1 0 .

29. — La formula (8) ha una notevole importanza. Mentre le-
spressione (4) in forma d’integrale definito e nell’ipotesi di g(u) finita
per » = 0, non ha alcun significato per &(s) << — 1, la (8) mostra
come — sotto le ipotesi del numero precedente — DVespressione (4)
definisca, nella regione &#(s) > — 1, una funzione analitica di s che
¢ continuabile analiticamente in tutta la striscia parallela all’asse

immaginario e compresa fra
—r—1<Rs) << —1,

eccettuati i poli s =—1, — 2; «., — r; in tale modo loperazione
K, & applicabile ad f in campo piu esteso di quello che non sia dato
dalla primitiva definizione, e, per un noto principio, la proprieta (6)
vale ora per tutti i valori di s, s ed s+ s’ aventi contemporanea-
mente la loro parte reale superiore a — r —1, essendo eccettuati i
valori interi negativi di ».

30. — Se la proprietd posta al principio del n. 28 si estende
alle derivate di ¢(w) di tutti gli ordini 1,2, 3, .., la K,f verra ad
essere definita per #(s) > — m, essendo m un intero grande a piacere,
e sara quindi una funzione meromorfa di s coi poli nei punti di
indice intero negativo. In particolare, se @(u) e funzione analitica di
u regolare in un intorno |u| < g di w =0, si prenda a positivo ed
inferiore a o, e 8i ponga

a =]
K f = j w® p(u) e~ du - / u® p(u) e du.
0 @

- I/ultimo termine & una funzione intera di s, regolare in x per
HR(w) > c; sia essa e&(s, ). Nel primo integrale si pud sostituire a
@(u) il suo sviluppo in serie

9) ) = 3
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indi integrare termine a termine. Viene cosi :

a

k
Kf=3 = / wts e—ux du 4 g4(s, x).
0

18

L

!
»

Ma gli integrali della sommatoria sono facilmente riducibili alla
nota trascendente di PRYM, e come tali ammettono lo sviluppo

a

f urts e~ Jy = a/"-l"b‘-l-l %

0

1 . . ara®

v+s+1—v+s+2+2z(w+s+3)"""

onde, sostituendo e tenuto conto della convergenza assoluta delle
serie che qui figurano, si ottiene:

100 K 2 asrH
19 8f_v£07!(8+v+1)

{by— vk, 4o+ (— 1)k 2*} + €0 (2, ).

La (10) definisce dunque l’operazione K, per tutti i valori di s,
eccettuati gli interi negativi, per ogni x tale che sia &#(x) > ¢; per
s intero positivo essa da, all’infuori del fattore (— 1), la derivata
sima di fla).

31. — La formula (8), oltre al vantaggio di estendere il campo
dei valori di s per i quali & valida operazione K,, presenta anche
quello di rendere pitt approssimata la conoscenza del comportamento
asintotico di fi(x) per k tendente all’infinito nelle direzioni indicate
[fra — (7/2) + 0 e (n/2) — O].

Infatti, per i1 n. 25, fy(x) tende allo zero, nelle dette direzioni, di
ordine non inferiore a 1 - &(s) — &, essendo & piccolo a piacere. Per
il medesimo n. 25, la g{x) tende allo zero, nelle stesse direzioni,
di ordine non inferiore ad &(s) + r — e+ 1. Ma posto @(0) =k,
P'(0) =k, ¢"(0)=1Fk,,.., la (8) si puo scrivere:

’ F < k «

ke s+4n__ .
ST b = s

ora questa dimostra. anzitutto che fi(x) tende a zero precisamente
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dell’ordine s + 1 per x = oo nelle dette direzioni, e di pili che

_kIs+1) kg T'sA7)

I L e e 1 A

tende a zero.

Nel caso in cui la funziome () abbia le derivate di tutti gli
ordini, finite per v = 0, ed in special modo nel caso in cui @(u) sia
analitica regolare in un intorno di » = 0, viené di qua lo sviluppo
agintotico nel senso del POINCARE :

© k Iv+4+s41)
(11) e~ 2 —mm
per ogni valore di s, gli interi negativi eceettuati. Poiché & noto (1)
che gli sviluppi asintotici si possono integrare termine a. termine,
viene quindi confermata la

K, = (— 1ymp—m $bme

Si noti ancora che la (8) o (8') permette di estendere la formula
(6) a tutti i valori di s e di &', se esistono per ¢(v) le derivate di
tutti gli ordini; ai valori tali che le parti reali di s,s" ed s -} " siano
superiori & — r — 1, se esistono le derivate solo fino alla rim2,

32. — B appena necessario avvertire che lo sviluppo (11) viene
ad essere effettivo nel caso in cui f(x) sia regolare in wun intorno
di £ = co. In tal caso la @(u) appartiene all’insieme di funzioni intere
indicato con & (n. 5).

33. — Alloperazione K, f si dara il nome di derivata d’indice
s della funzione determinante f; le proprietd (6) e (7) di K, legitti-
mano questa denominazione. Coll’uso di questa nomenclatura, pos-
siamo concludere :
a) Una funzione determinante, la cui generatrice p(u) é d’ordine
o per w=0 (nel senso stabilito al n. 24), ammette la derivata per
ogni indice reale o complesso s tale che sia H(s) > — o — 1.
b) Una funzione determinante la cui generatrice ammette le prime
r derivate d’indice intero positivo ed ¢ finita e diversa da zero per
“u =0, ammette le derivate di tutti gli indici reali o complesst s per

() POINCARE, loc. cit., pag. 301.
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i quali sia R(8) > — r — 1. Queste derivate sono fornite dalla formula
integrale (4) per R(s) > — 1; per i valori minori di &H(s) dalla for-
mule (8), eccettuati i valori interi negativi di s.

¢) Una funzione déterminante la cui generatrice ammette tutte
le derivate d’ordine intero, ed é insieme a queste derivate finita, e di-
versa da zero per w =0, ammette derivate per ogni indice complesso
8; esse sono fornite dalla formula (8), eccettuati © valori interi negativi
~di s. Queste derivate ammettono, per H(x) tendente all’infinito positivo,
gli sviluppi asintotici (11). Siccome poi gli sviluppi asintotici sono in-
tegrabili termine a termine (*), si possono ottenere analoghi sviluppi
anche per s intero negativo. I detti sviluppi sono tutti effettivi (conver-
genti in un intorno di x == oo) se f & un elemento di J.

d) Dallessere

1 ) 1 I(r 4 s) e

D =i (7) G

st ha che gli sviluppi (asintotici o effettivi) (11) si ottengono dallo
sviluppo (rispettivamente asintotico o effettivo di f) mediante la deri-
vazione d’indice s termine a termine.

34. — T possibile togliere Deccezione relativa agli indiei in-
teri negativi. Cio sara evidentemente dimostrato quando lo sia per
s = —1, e per il caso di un termine dello sviluppo (8): il passaggio

al caso generale non presentando pilt alcuna essenziale difficolta. A
questo scopo, consideriamo

oo

DE—]—- = em"?/.e"‘ufusdu e %—1_) .
x s+l
0

Conviene scindere Vintegrale nelle due parti (integrali di PrRYM)

1

o -
/ e~ uf du |- / e~ ¥ du .
1

0

La prima parte ¢ una funzione meromorfa, il cui sviluppo si ha im-

(1) Vedasi la citazione al n. 31.
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mediatamente in

Vi‘o n! (n s+1);

la seconda ¢ una funzione intera, in s, che si puo scrivere

(o)
1
o) / et 8 dt;
*

lintegrale definito & quella nota trascendente che viene di solito in-
dicata con @z, s - 1). Il limite di questa per s = — 1 & la funzione
nota sotto il nome di logaritmo integrale (!); si ha ciod:

22 23

.1 .
Hm —— Qr,s +1)=—1lie ?:-—0—logw+m~m+m—...,

S 1 ws-}—l

dove C ¢ una nota costante.
Essendo dungue

1 (01 1 x x?
P8 — enis § — —_— e
P %HQ%9+D+S+1 pai; Rty P ’
verra
{1 euis
lim Df|— — —— | = 1
— ('v s—|—-1) ¢+ loga,
cioé il limite di D* per s = — 1 dA precisamente la derivata d’indice

— 1, con una speciale determinazione della costante d’integrazione.

§ IV.

35. — Nel paragrafo precedente si & studiata un’operazione, che
si ¢ indicata con K,f, e che & applicabile a tutte le funzioni f(x)
determinanti di funzioni ¢(u) definite, come & detto al n. 24, in tutto .
Pintervallo 0 ... 4 co di valori della variabile u. Questa operazione,

che per i valori di s tali che sia

Ris) > — 0 — 1,

(1) Vedasi, per esempio, N. NIRLSEN, Theorie der Integrallogarithmus, Leipzig
1906 (pag. 2).
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& rappresentata da

©o

(1) K f= / p(u) e=® uf du,

0

ha tali proprieta che persunadono di kconsideraﬂa come derivata d’in-
dice qualunque s della f{x), all’infuori del fattore ¢™*; abbiamo dun-
que posto

@) K, f— e~ DS,

Inoltre, abbiamo visto come questa operazione, sebbene manchi
allora dell’espressione (1) in forma d’integrale definito, possa conti-
nuare a sussistere e a mantenere intatte le sue proprietd anche per
valori di s che non soddisfano alla limitazione &(s) > — ¢ — 1: di cio -
ha dato esempio, in particolare, il caso in cui ¢(u) sia analitica re-
golare in un intorno di w = 0; nel quale caso K,f da una funzione
meromorfa di s, talché I'operazione ha significato per tutti i valori
di s, gli interi negativi eccettuati (n.31); pi generalmente se la p(u),
non analitica, ammette le derivate dei primi » ordini (n. 28), ed &
finita insieme ad esse per uw =0, la K; & definita per tutti i valori
&#(s) > — r — 1, gli interi negativi eccettuati, sebbene la (1) non valga
se non per &(s) > — 1. Inoltre per i valori di s, s’ tali che siano ad
un tempo s,s’ ed s-+ s’ di parti reali maggiori di — 6 — 1, vale la
relazione )

(3) Ds DY = D+,

Questo c¢i conduce a formulare come segue la definizione dell’opera-
- zione D#:

Si considerino le funzioni della variabile reale w definite ad un
valore e integrabili in ogni tratto compreso fra 0 e - oo, e che siano
d’ordine numerico finito o per u =0 ¢ d’ordine esponenziale finito ¢
per u = oo. Ogni tale funzione @(u) ammette una determinante f(x)
analitica, regolare per H(x) > ¢. Per la flx), la derivata d’ordine qua-
lunque D*f ¢ definita, per i valori s tali che sia

(a) QCB\S) > — 00— 17

dallintegrale (1) moltiplicato per ¢™®. Ora questo prodotto é wuna fun-
zione analitica w(x, s) di due variabili che, come funzione di s, sottostd
nella sua espressione (1) alla condizione («), ma la funzione puod essere

continuata univocamente a sinistra del semipiano definito da (). E
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questa continuazione di w(s) ché st ammettera come definizione di D?
per valori di s non soddisfacenti ad (o).
Ma applicando la relazione (3) si ha, per s soggetto alla condi-
zione (a) e per m intero positivo, ‘
D8f= (_ 1)m em‘s —'m](p(u) ‘e—ux us-{—mdu;
. :

Py

questa espressione che é conseguenza dellequazione mista differenziale
e alle differenze

2—;—:— = w(r,s 4+ 1)
e in cut m si prende tale che sia H(s)+ m > —oc—1, s potra as-
sumere come definizione di D® per ogni valore di s, e coinciderd (le
costanti successive delle quadrature essendo prese secondo Uavvertenza
del n. 27) con la (2) sotto la condizione (@), e con la continuazione d&i
w(s) dove questa esista. In tal modo si € esteso D a tutli ¢ valort di s.

36. — Veniamo ora-a considerare un’altra espressione che si
pud dare delPoperazione I f, e che ha il vantaggio di operare espli-
citamente sulla f, anziche sulla generatrice di questa.

B noto, e si & gid ricordato al n. 5, come sotto date condizioni
sia possibile invertire l’espressione di f per la sua generatrice <p(u)’
ricavandone

k—4-ico
e
(1) o) =g [ tnetar > o
k—1ico

sard, in particolare, condizione sufficiente a ci0 che ¢(u) ammetta
la derivata prima d’ordine esponenziale finito per uw = co e che g(u)
e ¢'(u) siano finite per w = 0. ‘Se nella (1) si pone per ¢(u) questa
espressione, indi si invertono le integrazioni, il che & lecito sotto le
condizioni ~ ‘

viene da (2), per una nota formula,

k4-ico
, L. eI s 4-1) J@)at
(O) D f" 2mi f (w___ t)s—l—l )
k—ico

tale & Despressione di D* che si voleva ottenere.

22
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Reciprocamente, sia I’integrale

"7 wa
’ t) dt
'(5 ) j (.%‘ . t)s—i—l ?
k—ioco

il quale abbia senso per &H(x) >k e per un valore s di s. Per un
noto teorema della teoria delle funzioni determinanti esso avra allora
senso per ogni s tale che sia &(s) > R(s) e rappresenterd nei semi-
piani R(x) > k, &(s) > &(s) una funzione o un ramo di funzione anali-
tica regolare delle due variabili # ed s. Quando sia R(s) < 0, e lin-
tegrale (4) abbia senso, sard lecito, dopo sostituita a 1/(x — t)*! la
sua espressione '

oo

j e—¥x—t y3 du,

0

1
I'(s 4+ 1)
scambiare ordine delle integrazioni, e ponendo ¢(u) al posto dell’in-

tegrale (4) si ricadra sulla formula (5).

37. — In base alle considerazioni che precedono, possiamo ac-
cingerci alla risoluzione, rispetto alla funzione incognita f(x), sia
del’equazione funzionale

1 fma
(t) dt v
(a) i / m-——gﬂﬂ);
k—ico

in cui g(#) & una funzione determinante data e ¢ ¢ un numero qua-
lunque, sia dell’altra equivalente, in cui ¢(u) ¢ la funzione generatrice

di f(w),

o0

(b) [ e~ g (uyut du = I'(q 4 1) g(x).

0
Entrambe queste equazioni equivalgono, sotto convenienti restri-
zioni, a
(c) Dt f =emI'(g 4 1) 9(2) 5

in altri termini, risoluta che sia la (c), si hanno, sotto condizioni che
andremo a stabilire, le soluzioni di (a) e di (b).
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Ora la (3) c¢i dd immediatamente la soluzione formale della (c),
mediante

(d) J@) = emI(q + 1) D~ g(x) ;
pertanto si tratta di discutere questa soluzione.

38. — Sia percid y(u) la funzione generatrice di g(x), e sia ¢
Pordine di y(u) per =0, e ¢ il suo ordine esponenziale per u=co.
I’espressione

Dsg — s / e —ux 8 y(u) dauw

0

avrad dunque senso per s tale che sia &(s) > — o — 1, e definird per
tali valori di s un ramo ad un valore di funzione analitica di « re-
golare per H(x) > c.

Se dapprima si suppone — ¢ compreso fra i detti valori di s, cioe

(6) Rg) < 0+ 1,

si avra per la f(x) Pespressione
) fi) =Tl + 1) [ o= u=t )
0

e il problema (c) & risoluto. La funzione generatrice di f(») &

plu) = I'(g 1) w7 y(u).
Ora dal n. 36 risulta che allintegrale

©o

j e~ y—1 y(u) du

0

si pud, sotto le condizioni ivi indicate, dare la forma

k4ico

f o(0) (& — 1y~ dts

k—1io0

I'(=q¢+1

2 mt
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onde, sostituendo nella (7) e mediante una nota formula di riduzione
viene, sotto quelle condizioni,

- k4-ico
(™) 10) = gromm [ s @ — ot

k—ico

Questa espressione inverte l’integrale (a).

Si supponga ora che ¢ non soddisfi pitt alla condizione (6). Po-
tremo allora sempre prendere un m intero positivo tale che sia
m — R(q) > —o—1, e per il n. 35 porremo .

(8) D=1 g = (— 1y g=iqa D—m / e =4 y(u) du,

0

onde segue immediatamente, dalla (d), I’espressione di f(x)

(0 1) = (= 17 P+ 1) D= [ eyt au,
o ‘ A
la cui funzione generatrice é ancora
q+1 w2 ylw).

Sostituendo anche qui, allintegrazione su y(u) quella che porta di-
rettamente su g(x), viene, sotto le indicate condizioni di validita,

koo
(—1ymq /
4 2) = —————— ])——m Pr —— g—m—1 ¢ .
) f(%‘) 2{ sennq ) g(t) (@ e d

39. — Consideriamo il caso-speciale in cui y(u) abbia derivata y'(u)
integrabile in ogni intervallo finito fra 0 e oo, d’ordine esponenziale
finito per w=oc0, e quest’ordine si faccia proprio eguale a c¢;
infine y(w) e y'(u) siano finite e diverse da zero per uw = 0. Sotto
questa ipotesi, g(x) tende a zero almeno di primo ordine nella direzione
dell’asse immaginario su ogni retta k -~ v in cui-sia k > ¢, e inoltre
¢ o = 0. Allora, se & &(q) < 1, la formula (7") da una funzione f di »
analitica regolare per &(x) > k; questa funzione sostituita nel primo
membro di (a) risolve lequazione (a) stessa. Se & &(gq) > 1, si puod
sempre determinare un intero positivo m tale che sia &(q) < m -1,
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e corrispondentemente la (9') sard la risoluzione di (a) cio¢ del pro-
blema d’inversione proposto, se f(x) ne rende convergente il primo
membro, ed in ogni caso da la soluzione del problema esteso espresso
dall’equazione (c).

40. — Dalla (9') risulta, con calcolo seniplice, che se per g(x)
vale lo sviluppo, effettivo od asintotico,

C C C
e o By

varra per f(x) lo sviluppo

7q | o ¢ L 1—0@—0 &
x) 1—
Jw) = sen g {at—1 + 0 a1t + 1.2 ad—1 Tt
pure rispettivamente effettivo od asintotico.
41. — 11 problema ora risoluto permette di generalizzare ’equa-

zione funzionale di cui si & data la soluzione al § II, n. 16. Osser-
viamo percid che essendo a(x), flx) due elementi dell’insieme J o del-
Pinsieme pitt generale indicato con 9 al n. 8, si era indicata con
A(f) Voperazione ,
k-tico
A =5 [ Fyaa — ) at

k—ioco

o, se @(u) ¢ la generatrice di f(r) ed a(u) di a(x), si aveva:

oo

A(f) = / () o) o= dlu

o <
appiicando ora a questa ’operazione D®, si avra, per &H(s) > —1,

o0

DSA(f) = 6™ [ p(u) o(u) e~ us du,

o

mentre agli altri valori di s la D¢ si estende come & indicato al n. 35,
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Ora, posto

s-}—l) f a(t) dt

a’i(x) .ib‘ — 1) s+1 7

k—ico

si ha anche

Cio posto, abbiasi da risolvere l’equazione funzionale
y q

(@ 5o | e — 071 at=gla)
k—ioo

dove a(r) non & pilt come al n. 16 un elemento di 9, ma & il prodotto
di un simile elemento per una potenza di x di esponente qualunque,
e g(x) & un elemento di 9 o della stessa natura di a(x). Per quanto
abbiamo detto, il primo membro della (e) & della forma DA, essendo
A una delle operazioni del n. 16, e quindi la soluzione di (e) sara
data da

Fl#) = e [(s - 1) A-1D¥(g),

dove la discussione della soluzione si fa in base ai nn. 37-39. Si noti
che per le funzioni a(x) qui considerate, agli sviluppi effettivi od
agintotici del § I vanno sostituiti sviluppi effettivi od asintotici
della forma

a;8+1 + 2 + + wa—l—n + o

Infine si osservi che l’equazione (e) &, nel campo complesso delle
funzioni determinanti, Panaloga dell’equazione studiata da SONINE (!)
nel campo reale.

(*) Acta Math., t. IV, pag. 171. Cfr. VOLTERRA, Annali di Mat., s. II, t. 25,
pag. 140,
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§ V.
42. — Consideriamo V’espressione
| Toma
1) f(w)-—fw__t,

-1

dove w(t) & una funzione della variabile reale ¢, data fra — 1 e — oo,
integrabile in ogni tratto finito di quest’intervallo e infinitesima di
ordine ¢ > 1 per ¢t = — co. L’espressione (1) da per f(x) un ramo ad
un valore di funzione analitica, regolare in tutto il piano x ad ec-
cezione del taglio eseguito lungo l’asse reale, da — 1 a — oo.

Se in (1) sostituiamo ad (x—¢)—1 Vespressione che per &(x)>A(t)
gli © equivalente,

(=)

f i@t Qu,

0

avremo nel semipiano f(x) > — 1,
2) . fl@)= [ du f e oo(t) e*t dt ,
b =1

Vinversione dell’ordine delle integrazioni essendo evidentemente lecita
sotto le fatte ipotesi per ogni u > 0; talch® viene definita la fun-
zione, regolare in tutto il semipiano (u) > 0 ed avente per v =0
un valore finito,

— 00

(3) @) == f " oo(t) dt.

-1

Questa funzione @(u) & dunque una funzione determinante, e c(t)
ne e la generatrice : mentre la (2), che si puo scrivere

[=e]

Fa) = f o= olu) du,

0

mostra che ¢(u) & la generatrice di f(x). Dunque:
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Se f(x) ¢ definita da un’espressione (1), w(t) essendo integrabile
do — 1 a — oo e infinitesima d’ordine maggiore d’uno per t = — oo,
o(t) € la generatrice della generatrice di f(x).

43. — Questa osservazione da un metodo per la risoluzione del-
Vequazione funzionale
T o) at A
(a) f -t = 9@,

—1

in cui g(x) & una funzione data, w(f) una funzione da “determinarsi.
Converra, per quanto precede, supporre g(x) appartenente alla clas-
ge delle funzioni determinanti, e regolare non solo nel semipiano
R(x) > — 1, ma in ogni semipiano limitato da una retta passante
per — 1 ed escludente il taglio — 1 ... — co. Ne viene che la sua
generatrice ¢(u) sara una funzione analitica regolare in tutto un an-
golo avente per vertice il punto =0 ed i lati di argomento —(sz/2)-}¢,
(7/2) — &, essendo & un angolo piccolo a piacere. Per u reale questa
funzione ammette come espressione analitica

plu) = 5— f e g(t) at (k> —1);

k—tco

per % complesso l’espressione &

o) = — f et g(t) dt,

2t
()

dove w & una linea che partendo da — oo gira intorno al taglio e
ritorna a — oo ; le direzioni da cui proviene e in cui torna a — oo
essendo di argomenti rispettivi — a e -} a, o prossimo a = ed infe-
riore per tanto poco quanto si vuole. Dall’espressione, valida per
Ax)>—1, ' '

co

() o(@) = / () o= du

0

segue inoltre che ¢(u) & di ordine esponenziale non superiore a — 1.



SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI (§ V) 345

Cio posto, e determinata @(u), potra accadere che essa sia alla
sua volta funzione determinante e sia w(f) la sua generatrice. Per
essere g(u) di ordine esponenziale — 1, si potra quindi scrivere

® o) = [ ott) e at;

qualora inoltre accada che questa w(t) sia, per ¢ == co, infinitesima
d’ordine > 1, si potra sostituire V’espressione (5) di ¢(u) in (4) e
invertire Pordine delle integrazioni; viene cosi

—00

(@) 2/ ow(t) dt

r—t

—1

e si & risoluta Vequazione (a).

Riassumendo : Se g(x) appartiene alla classe delle funzioni deter-
minanti, Pequazione (a) si risolve quando la generatrice @u) di gla) é
essa pure wna determinante, e la soluzione di (a) é data dalla genera-
trice w(t) di @u).

44. — Riprendiamo una funzione f(x) data sotto la forma (1) e
supponiamo «w(f) tale che gli integrali

ay =/w(t) ™ de rn=0,1,2,..)
-1

siano tutti convergenti. Lo sviluppo (géneralmente divergente)

Ap
2+l

N

non & altro che lo sviluppo asintotico di f(x), infatti, riprendendo
Pespressione (2) della generatrice g(u) di f(x), si vede che &

an = @™ (0);
¢io dimostra nel modo pitt semplice Paffinita fra gl sviluppi di STIEL-

TJES (1) e le serie asintotiche o quelle sommabili esponenzialmente,

() Vedasi E. BoREL, Legons sur les séries divergentes, Paris 1901 (cfr. Ch. II).
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45. — Sia ora da risolvere l’equazione funzionale
T o) dt
(b) f w—H g(x),

—~1

essendo ancora ¢(x) appartenente alla classe delle funzioni determi-
nanti, e regolare in tutto il piano x ad eccezione del taglio da — 1
a — oo,

A queésto scopo, avendosi, nel primo membro di (b),

oo

[ e~ @0 du,

0

1 1
(x — tyt T I'(s+1)

il che & lecito per &(w) > — 1; invertendo ordine delle integrazioni,
Pequazione (b) prende la forma

o0 —-00

ﬁs_l—i—:'—ﬂ - / e—v® uf du, / o(t) et dt = g(x).

0 —1

Sia ora f(r) la determinante di

la (b) equivale a
e~ D3f = I'(s 4 1) g(#)

e quindi il metodo per la risoluzione & ricondotto a questo :.

a) determinazione di f(x) = ¢™['(s -+ 1).D—* g(x);

b) risoluzione dell’equazione (a) relativamente alla funzione f(x).
La generatrice w(f) della generatrice di f(x), quando soddisfi alla con-
dizione di essere integrabile e infinitesima di ordine > 1 per t=—oo,
e la soluzione dellequazione (b).

§ VL.

46. — Nel presente paragrafo ci proponiamo di studiare, nel
campo complesso, Iintegrale
" e
: pt) at
(1) /(t —_ w)s—f—l )

0
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lintegrazione essendo eseguita lungo una linea che congiunge 0 ad
x, senza naturalmente wuscire dal campo in cui & data la funzione
@(t). Si supponga dapprima ¢@(f) funzione analitica regolare entro un
campo semplicemente connesso O, contenente l’origine; # & un punto
arbitrario di codesto campo. Il numero s & preso comunque reale o
complesso, salvo la condizione naturale &(s) <0.

Si puo osservare dapprima che Pintegrale & indipendente dalla
linea d’integrazione, purche presa tutta entro C; cio si vede senza
difficolta, unendo le due linee d’integrazione mediante un arco di
cerchio di centro « e di raggio arbitrariamente piccolo, su cui l’in-
tegrale & in valore assoluto pure arbitrariamente piccolo per la con-
dizione &(s) << 0.

47. — Percio lintegrale (1) si pud considerare come 1’espressione
di un’operazione funzionale su ¢(z); e nel tempo stesso come quella
di una funzione di s. Come tale si indichi con p(s); si vede imme-
diatamente che p(s) (appartenente alla classe delle funzioni. de-
terminanti) & una funzione meromorfa. Infatti, si descriva un cer-
chio (x,7) di centro x e di raggio r abbastanza piccolo per essere
tutto interno a C; si spezzi poi (1) in

essendo @ un punto, della linea d’integrazione, interno al cerchio
(#, v). 1 chiaro che il primo integrale & una funzione intera in s;

in quanto al secondo, esso si puod scrivere

@ [

sotto questa forma ¢ manifesto che p(s) ¢ una funzione uniforme,
regolare in tutto il piano salvo i poli di primo ordine s =0,1, 2, ...,
ed il punto singolare essenziale x = oco. Inoltre il residuo di p(s)
per s=mn &

P (e gt § 20 0
o n! s—mn

uMs

()
n!

B facile ottenere per p(s) uno sviluppo in serie di fattoriali: si de-
scriva un cerchio di centro a e di raggio » abbastanza piccolo per
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essere tutto interno a C, il punto a essendo preso abbastanza prossimo
ad x perche x cada nell’interno del cerchio. Si ha allora

o) — 5 2V (t-—a)” at / t) dt

—0 n! t — s-l—l t— .’)}’ s—{-l

nel secondo membro Pultimo termine da una funzione intera in s,
in quanto alla serie, I’integrale definito che figura nei coefficienti
si riduce facilmente all’integrale euleriano di prima specie, e la serie
diviene

= P(a) (@ — a)*

3) e (Y Sy iy oy

Nel caso di s intero negativo la (1) ci da, all’infuori del segno,
Vsimo integrale di ¢, e precisamente quella determinazione che si
dice principale.

48. — Non vi ¢ restrizione essenziale nel supporre il campo
C ridotto al cerchio di convergenza dell’elemento “p(t) di funzione
analitica nell’intorno » del punto 0. In tale ipotesi, si puo fare
coincidere @ con 0 in entrambi gli sviluppi (2) e (3), e si hanno
cosl per p(s) le espressioni

(@ poy=3 L9

(per x| < r/2),

n—o ! s —m
(p(n)(()) an—*
5 = (— 1)1—8 .
) P = ,( ) nfo(—s J(—s+ 1) .. (—s+n)
49. — Essendo ancora C un cerchio di centro 0, sia ora ¢(f)

gviluppabile in serie di potenze della forma

(6) Pt) = 3 ¢, "t

n=0

dove ¢ ¢ un numero qualunque reale o complesso su cui faremo solo
Pipotesi () > — 1. Applicando ad una simile ¢(f) Voperazione (1), -
il risultato & indipendente dalla linea d’integrazione fra 0 e x, pur-
che questa linea non oltrepassi un taglio arbitrariamente fatto fra
0 e il contorno di- C. Sostituendo nella (1) lo sviluppo di ¢(t) ed
integrando termine a termine, si ottiene Poperazione (1) espressa
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mediante la serie

7 L(=3$) ' (=1 ¢ (6 +1) + n) anto—s
@ ‘ I'c—s) i (o——s o—s+ wio—s4+mn)"
50. — Infine si pud supporre, pilt generalmente, la @(t) funzione

arbitraria dei punti del campo C; ramo ad un valore di funzione
analitica con assegnate singolaritd, o anche funzione ad un valore, -
sia pure non analitica, ma-integrabile lungo le varie linee di C, e,
per “semplicita, limitata superiormente; come caso speciale, si ha
quello di una funzione di variabile reale. In questa ipotesi, I’inte-
grale (1) viene a dipendere essenzialmente dalla linea tracciata in
C e lungo la quale e fatta Pintegrazione; ora, per tale linea, I’in-
tegrale, come funzione di s, appartiene alla classe delle funzioni
determinanti ed e regolare per &(s) > — 1, ed eventualmeénte esten-
dibile al .di 1& di questo campo sotto opportune condizioni per ¢(t),
ad esempio quella di ammettere la derivata lungo la linea d’inte-
grazione. Nel caso dell’esistenza di tutte le derivate, se ne possono
dedurre, nel modo noto, sviluppi asintotici per le dette funzioni
determinanti.

51. — I’integrale (1) rappresenta, come si & detto, un’operazione
funzionale eseguita su ¢ ; lindicheremo momentaneamente con Hyg).
Essa & definita per &(s) << 0; ma, considerando (1) come una fun-
zione p(s) di s, le proprieta di H, si conservano in tutto il campo
in cui di questa funzione & possibile una continuazione analitica
monodroma ; cosicché (analogamente a quanto si & fatto al n. 35) si
potra intendere H,; come definita per tutti quei valori di s per i quali
p(s) ha continuazione monodroma. Questa continuazione, essendo p(s)
funzione determinante, & collegata, come sappiamo, alle proprieta di
@(t) e in particolare allesistenza delle sue derivate: cosi nel caso
in cui ¢(¢) & data da una serie (6), ’operazione H, [che la (1) rap-
presenta solo sotto le condizioni #(o) > — 1, &A(s) << 0] vale per ogni
valore di s eccettuati gli interi positivi o lo zero; in quanto a o sono
eccettuati soli gli interi negativi.

Notiamo ora alecune proprieta dell’operazione H,.

a) La derivazione rispetto ad « di (1) da, per &(s) < 0,

C) DH(p) = (s + 1) Hops(9)

nel caso in cui p(s) & continuabile, questa vale per il campo di



350 SALVATORE PINCHERLH

continuazione. Cosi dalla derivazione di

_ _ I'(—s)I'(e) 2 oo + 1) ... (6 + n)
Hig)= (1" I'(c — ) nfocn (o—8)(6—841)..(6—s—+n)

wn—|—a—8’

nel caso in cui ¢(f) sia data dalla (6), essa vale per ogni s non in-
tero positivo.

b) Per s intero negativo la H,, allinfuori del moltiplicatore
(— 1™+ (m — 1)!, da 1 integrale D—"gp: mnel caso di ¢ della for-
ma (o) si ha la cosiddetta determinazione principale di codesto in-
tegrale mplo,

¢) Mediante l’integrazione per parti, e per #(c) > 0, si ha

) |
(0 Hip) = ;00 5 Hoele),

da cui, reiterando il procedimento, si hanno delle formule che danno
sviluppi (asintotici od effettivi) per Hy(gp).

d) Infine, con calcolo semplice, si ha, per #(s) ed &(s") dap-
prima negativi, poi nel campo di continuazione analitica delle fun-

zioni di s ottenute, e per tutte le coppie s, s’ non entrambe intere
(positive o nulle) nel caso delle serie (6),

(10) H, Hp) = — B(— 8, — &) Hy1o(9),
essendo B la funzione euleriana di prima specie.

52. — Queste osservazioni conducono a porre in relazione 1’ope-
razione H, con la derivata d’indice qualunque I)?*: precisamente si fara

g8

(11) Do = — T Hp),

che, nel caso di ¢ della forma (6), da lo sviluppo

S — 278 2 Cn F(U+n) gnto—s
(12) D=2 o Tn—sF1)

La convenienza di questa posizione & posta senz’altro in chiaro: -
infatti le (8), (10) danno

DD* — Ds—|—1’ Dt D¥ — Ds+s’
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rispettivamente; la (12) da, per s intero negativo, il valore principale
dell’integrale (— s)P'°; infine & tolta la restrizione imposta ad H, per
s intero positivo quando questo sia nel eampo di continuazione di
p(s). Per le serie ¢(t) della forma (6), si ha senz’altro da (12) lor-
dinaria derivata per l’indice intero positivo s, Come sola eccezione
alla (12) si hanno i valori interi negativi di o, per i quali D*p, come
funzione di ¢, pué ammettere poli di primo ordine: ’estensione si pud
dare con procedimento analogo a quello del n. 34.

53. — Qui, come nel § IV, abbiamo avuto a considerare una
operazione espressa da un integrale definito, la quale ha significato
in generale solo sotto alcune condizioni, ad esempio per determinati
valori di un parametro. Ma un’operazione, che per quei valori del
parametro coincide con la data, pud continuare ad ammettere le stesse
proprieta anche per un campo pitt esteso di valori, pur mancandone
Vespressione in forma d’integrale definito: cid conduce a dare all’o-
perazione dapprima definita dall’integrale, un campo di validita piu
esteso. Se, pertanto, di un problema d’inversione d’integrale definito

A(w) =y,

dove g & la funzione data e w la funzione incognita, non & possibile
la soluzione, si & condotti ad indagare se la impossibilitd provenga
non dall’operazione A in seé, ma dalla forma d’integrale definito che
si & prescritta. Cid accade ad esempio nel noto proplema d’inversione
dovuto allABEL, della cui soluzione si sono ripetutamente occupati
i geometri(!) e di cui la trattazione nel campo complesso — per
quanto io sappia non considerata fin qui — & straordinariamente
semplice in base alle considerazioni del presente articolo.

54. — Osserviamo dapprima come, per &(s) > 0 ma inferiore
ad 1, si possa giovarsi delle (9) per dare ad H; una espressione in
forma d’integrale definito. Cid premesso, abbiasi Pequazione funzionale,
in cui y & data e ¢ incognita, '

x

) d
(13) | & = v,

0

(1) Da ABEL (Oeuvres, I, pag. 97) fino a GOURSAT (Acta Math., t. 27, 1908);
vedasi anche « VOLTERRA, Ann. di Mat., s. II, t. XXV, pag. 139 (1897) ».
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e dove fra 0 ed x lintegrazione & fatta lungo una linea determinata,
su cui y(x) & finita, continua, derivabile e inoltre nulla per # = 0;
¢ infine 0 > a@(s) > — 1.~ '

I’equazione (13) equivale a

Dy = — 7?(__—8) 7(@),
e quindi
e——nis’ L
' T(—») 4

o, sostituendo H a D,
1

?= T = 9) H_y).

Ma, essendo 1> &(—$) >0, la H_, non ammette espressioni in
forma d’integrale definito. Vi si sostituisca allora la (9), mediante
Posservazione fatta in principio di questo n., e viene cosl, poiché &
y(0) =0,

B 1 V() dt
T ST (=9 | t—a)—
2 .
o infine
__sen a8 j y'(t) dt

7 t— x)—* :

(14) e

questa e la soluzione di (13) sotto la forma stessa di ABEL. Si vede
come, nel caso in cui p(x) sia una serie della forma (6), & indiffe-
rente il cammino d’integrazione fra 0 ed x, e la ¢ viene espressa
da una serie della stessa forma. B ovvia infine Vestensione al caso
di &(s) < — 1, applicando le formule consecutive a (9) che si otter-
rebbero da questa con successive integrazioni per parti.

I degno di nota il fatto che mentre la soluzione che si da or-
dinariamente del problema d’ABEL si riferisce esclusivamente al caso
dell’esponente reale, qui s & arbitrariamente reale o complesso.

55. — In modo analogo si pud ottenere la soluzione di un
problema meno semplice, che & quello risoluto dal SONINE nel campo
reale (). Abbiasi una serie di potenze, convergente entro il cerchio

() Acta Math., t. 4, pag. 171 (1884).
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C di centro z = 0, della forma

o0
a(®) = 3 a, x>,
n=0
dove si supporra s reale o complesso, ma #(s) compresa fra — 1 e

0, e si consideri ’equazione funzionale

(15) : / alw — 1) plt) At = y(@)

0

in cui y(x) & una funzione soggetta alle stesse condizioni che nel
n. 84, e ¢(¢) & la funzione da determinare. Il primo membro di (15)
¢ una serie di operazioni H, e sostituendovi le D, essa pud seriversi

e 2]

ay I'(n — 8) D*—"p = y().
0

N==
Poniamo. Dp = vy, ed avremo, per determinare yw l’equazione
(16) Sa, I'(n — 8) D™p = p(w):

questa si risolve in modo noto dalla teoria generale delle equazioni
lineari rispetto ad un’operazione distributiva, a coefficienti costanti.
Posto

9@) = S a, I'(n — s) 2",

basta calcolare lo sviluppo formale in serie

1
—_ =230, 2"
9() B
e la (16) viene risoluta formalmente da

y(®) = 2 b, D"y ;
onde infine

b, evints)

(17) P = 2o Dy = — 2 o Hoas () -

Ma qui per » =0 si avrebbe H_, non esprimibile in forma &’in-

23
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tegrale definito: si ricorre percio all’espediente indicato al prineipio
del n. 54, e si ha cosl
b X
18 ) =3 () (x — t)~te dt.
(18) )= popsy | 7O @ =0

0

L’equazione (15) e dunque risoluta da

18) )= [ B — 1) (1)
dove ¢
fa)= 3 ¥

\ o Tin s+ 1)’

la convergenza della serie risulta, anche nel caso pitt probabile che
2 b,z sia costantemente divergente, dalla presenza del fattoriale in
denominatore : la verifica di cid non presenta difficolta.

Tralasciamo le ovvie considerazioni sulla natura analitica di
@(x) in relazione con quella di y(x); basti fare notare come la for-
mula (18) sia perfettamente conforme a quella data dal SONINE per
la risoluzione del problema nel campo reale: solo che ’esponente s
non & per noi costretto ad essere reale. Si noti ancora come, reite-
rando Vintegrazione per parti che conduce alla (9), si possa togliere
Pipotesi che sia &(s) > 1, e prendere #(s) negativo e del resto co-
munque grande in valore assoluto.

56. — Per terminare, cerchiamo quale relazione vi sia fra Vo-
perazione Df qui definita e quella considerata al § IV per il campo
delle funzioni determinanti. Si osservi dapprima come, nello stabilire
lIa teoria dell’operazione .D* nel presente articolo, il punto estremo
fisso dell’integrale non abbia importanza: in luogo del punto zero si
puo prendere un punto qualsiasi a del campo di validita della ()
od anche il punto co se la funzione ¢(t) & data in un campo infinito,
e le proprietd di D* non mutano essenzialmente. Orbene, & facile
vedere come anche la D* del §IV sia riducibile ad un integrale
della forma

(19)

e [ f(t) dt
T I'(—s) j t — wptt’

o0
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Infatti, supposto #(s) compreso fra 0 e —1, e f({) data come funzione
determinante nel semipiano &(f) > ¢ e tendente a zero almeno del
primo ordine per ¢ tendente all’infinito in qualunque direzione di
codesto semipiano, la D? del §IV & data (n. 36) da

ktico
e e+ [ ) d
D f o 2nt f (x —_ t)s+1 (k > ¢, eﬁ(w) > k).

k—ico

Ora, consideriamo l’integrazione estesa, nel piano ¢ e nel senso
delle rotazioni negative, ad un contorno composto del segmento
k —ib ...k - ib, del semicerchio di centro k e di raggio b, posto dalla
parte dell’asse reale e positivo, infine di un cappio che partendo
dal punto reale positivo k - b, vi torna ruotando intorno al punto
x. Tendendo b all’infinito e a zero il raggio del cerchio di centro «
del cappio, viene

k—}ioco x
O e [ SO
(JL‘ — t)s—{—l s+1
k—ioco oo

- in seguito alle ipotesi fatte su f{{) e su s; onde con una facile ri-
duzione, dopo la moltiplicazione per ¢ I'(s -+ 1)/(2ni) e tenuta pre-
sente la relazione

I'(s 4+ 1)senns = — =/I'(— s),

si ricade precisamente sulla (19).



