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17 [94).

Sul concetto di piano in uno spazie ad infinite dimensioni.

Rendiconto della R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna;
(Nuova serie) 2, 71-77 (1897-1898).

In vari lavori sulle operazioni distributive applicate alle infinite '
funzioni analitiche di una variabile x, regolari nell’intorno di un
valore determinato x, della variabile, ho fatto notare il vantaggio
che vi & nel considerare ognuna di queste funzioni come elemento
o punto di wuno spazio S. I coefficienti della serie di potenze di
x — x,, che in quell’intorno di x, rappresenta la funzione, sono le
" coordinate di questo punto; la totalita delle funzioni in discorso
costituisce lo spazio S riempito da questi punti, spazio ad un nu-
mero infinito — ma numerabile — di dimensioni. Nella determina-
zione dei punti dello spazio § si puo introdurre la omogeneita,
quando non si considerino come distinte le serie di potenze di
x — @, che si ottengono da una di esse mediante la moltiplicazione
per una costante arbitraria: a tutte le serie cosi ottenute corrlsponde
cio¢ un unico punto di S.

Per precisare meglio il mio concetto, considerero lo spazio § i
cui elementi (o punti) sono le serie di potenze intere positive della
variabile x, convergenti entro un cerchio di centro =0 e di
raggio superiore ad un numero positivo r. Per brevita di linguaggio,
una tale serie si dird appartenere al cerchio (r). Analogamente, si
dird che una serie di potenze intere negative di x appartiene al
cerchio (r) quando essa converga fuori di un cerchio di centro ¥ =0
e di raggio inferiore ad ». Che lo spazio .S delle serie di potenze
intere positive di « appartenenti ad (r) sia lineare, risulta dall’os-
servazione che ogni combinazione lineare di due suoi elementi fa
parte dello spazio medesimo.

Il concetto di varieta, lineare o no, ad un numero qualunque
di dimensioni, immersa in uno spazio come 8§, si presenta assai
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naturale: mi riferisco, su questo argomento, al cenno che ne ho
dato di recente in questi stessi Rendiconti (). Limitandoci alle va-
rieta lineari, due, tre,..., » 4+ 1 serie di S linearmente indipendenti
definiranno rispettivamente una retta §,, uno spazio S, a due
dimensioni, ..., uno spazio §, ad r dimensioni, immersi nello spazio
§. A prima giunta pud sembrare meno ovvia I’estensione allo spazio
8 del concetto di spazi correlativi degli §,; ed anzitutto, delPelemento
correlativo del punto di S, cui si dovra attribuire il nome di iper-
piano o semplicemente di piano in S. Invece, mediante le facili
considerazioni che qui espongo, questa estensione apparira, io spero,
agsai semplice e, quel che pill importa, assai spontanea, quando la
si consideri come interpretazione di alcuni fatti, ai quali da luogo
lo studio delle operazioni distributive applicate alle serie di S.

T noto infatti (?) che esistono operazioni distributive, le quali,
applicate ad ogni serie dello spazio §, danno come risultato una
costante : queste operazioni fanno, in altri termini, corrispondere un
solo e stesso punto a tutti i punti di 8. K nota pure (®) Vespres-
sione analitica di queste operazioni, che denotero con C. Come
esempio di un’operazione C, si pud citare quella ché ad ogni serie
di potenze @ (x) di S fa corrispondere il numero ¢ (a), essendo
|a| < r. Data la successione di numeri

(1) == Ugy Uy y Ugy cee y Upy ooy
soggetta solo alla restrizione che la serie

5 U

n=0 "

appartenga ad (), un’operazione C e completamente definita per tutto
lo spazio S dalle condizioni

C (&™) = Uy, n=0,1,2,..);

(1) Sessione del 14 febbraio 1897.

(®) Vedasi Mémoire sur le Caleul fonctionnel distributif, Math. Ann., Bd. XLIX,
6§ 79 e 80.

(®) Memoria citata, § 79.
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questa operazione fard corrispondere alla serie od elemento

[ee)
Q@)= 2 cpa”,
n=0

di S, il numero dato dalla serie 2 w,c,, serie assolutamente con-
vergente per le ipotesi fatte. '

Ogni operazione C cosl definita ammette una infinita multipli-
citd di radiei, cioé di serie «w di § tali che sia C(w)=0; cid &
facilmente prevedibile, poiché quest’operazione fa corrispondere uno
spazio a zero dimensioni allo spazio S che ne ha infinite. L’insieme
delle radici di € & uno spazio certamente lineare, poiche ne fa parte
ogni combinazione lineare dei suoi elementi; lo indicheremo con
S®, ed & questo spazio che converra di riguardare come un piano
nello spazio §. Questa denominazione si giustifica mostrando che
ogni S, di § ¢ intersecato dall’S® ora definito secondo un S,_; .
Infatti, lo spazio 8, ¢ determinato da » + 1 serie di §, linearmente
indipendenti,

Po (@), @y (@) e, @r(@),
eon
@ (@) = 2 apa”, (t=0,1,2y..,7);

n=0"

un elemento qualunque di S, &

r r o0
py@)=2 cp)= 2 T ¢ aya";

=0 =0 n=0

Poperazione C, applicata a vy (¢), da come risultato

Indicata ora con v; la somma della serie assolutamente convergente
o0

2 @y Uy, si ha

n=(

C[’lp (x)] = 2’; C; V; )

fem=()

e lVequazione C(y)= 0 -ammette come soluzioni le co™! funzioni
w{x) ehe si ofttengono assoggettando le ¢;,¢;,..,c, a soddisfare
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alla relazione

=

r
2 C; Vg = 0 H
0
Iintersezione dello spazio S© col dato S, & dunque un-S,—;.
Riassumendo, la definizione di piano dello spazio 8 & la seguente:

. °
Data una successione (u), tale che la serie X —z—n’i appartenga ad

(r), si consideri operazione C definita da C (") = w,. Diremo piano
di § DTinsieme delle radici di C in 8. I termini wy, %, «ey Un,y .o
della successione (u) si potranno dire coordinate del piano ; essi si
riguardano dati all’infuori di un moltiplicatore comune.

Nello stesso modo che un punto di S si fa corrispondere ad
una serie di potenze intere positive 2 a,x", cosl un piano di S si
potrebbe fare corrispondere ad una serie di potenze intere negative

u’n

" n

Definiti cosi i piani di 8, il loro insieme si potra alla sua
volta riguardare come uno spazio lineare, che si indichera con 2.
Dati pitt piani, mediante le successioni (u'%), (1), ... si potra definire
la loro dipendenza od indipendenza lineare; indi si potranno costruire
con essi varieta lineari ad un numero finito di dimensioni in 2 (e
quindi infinito in §). Ad esempio, siano dati m -+ 1 piani definiti
dalle coordinate

(WD) = Uygy Wizy Wiy o y Wiy ooe (1=0,1,2,..,m -4 1),

linearmente indipendenti; linsieme dei punti che appartengono ad
un tempo a tutti gli m + 1 piani, e quindi a ogni loro combina-
zione lineare

(¢o O 4 ¢, uV) 4 ... - e ul™y,

sara una varieta lineare: questa sarda ad m dimensioni, e si indi-
chera con 2, come spazio di piani: sard ad infinite dimensioni, e
si indichera con 8™, come spazio di punti.

Un tale spazio 8™ pud anche venire definito come insieme
delle radici di un’operazione. Consideriamo infatti un’operazione di-
stributiva H che faccia corrispondere allo spazio § uno spazio S,
definito da m -} 1 serie di § linearmente indipendenti og, 0, .. y G+
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Una tale operazione & data (!) da

H (p) = ay Oy (@) 4y Oy (p) 4= o + o On(9)

essendo le operazioni C; di quelle definite dianzi; C; e data, per
es., da una successione {u®}. Se una serie ¢ = Za,a" di § deve
essere radice di H, per essere le ag, a,, ..., a, linearmente indipen-
denti, dovra essere '

Oy (p) =0, C(p)=10, .., Cn(p) =03

talche la ¢ deve appartenere ad un tempo ad m -+ 1 piani linear-
mente indipendenti, ciod ad un 2, od 8™,

Si vede immediatamente che uno spazio S,, (p > m), interseca
uno spazio 8™ secondo un Sp—,—; .

Mostrero ora, con un esempio, come il concetto qui esposto si
presti a dare enunciati di proprieta analitiche, alle quali, esso con-
ferisce un alto grado di intuizione; quest’esempio &, a dir vero,
assai elementare, ma ci servira a preparare una generalizzazione che
formera oggetto di un’altra Nota e che varra a porre in migliore
luce alcuni fatti riguardanti le singolarita delle funzioni analitiche.
Considerero loperazione distributiva che consiste nel moltiplicare
una ¢ (x) qualunque di § per il polinomio razionale intero, di grado

m—+1,

Y @) =@ —¢)) (@ — ¢;) eue (® — Cm)
dove suppongo |¢|<<r, (i=0,1,2,..,m). 11 prodotto
y (@) = @) y(@)

essendo nullo per x=¢;, (¢=20,1,...,m), apparterra allo spazio

8™ definito dai piani linearmente indipendenti (c7), (¢}), ..., (c2), o,

se si vuole, allo spazio dato dalle radici dell’operazione

H (p) = ¢(c,) + @ o(cy) + x? @(cy) + e F 2" @(Cm) -

() Memoria citata, § 81.
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L’operazione di moltiplicazione, che pur non ha radiei, trasforma
dunque S in un 8™ contenuto in S (!). L’operazione inversa o di
divisione per y(x), applicata ad un elemento ¢(r) di §, non avra
quindi in generale un risultato in §: perche cio accada, & necessario
e sufficiente che ¢(x) sia divisibile per y(x), cioe che sia compresa
nello spazio §™ delle radici dell’operazione H(p) precedentemente
considerata. Si puo dunque dire che l’insieme degli elementi di S
divisibili per il polinomio y(x) costituisce in § un 8“9, ad infinite
dimensioni come spazio di punti, e ad m dimensioni come spazio
di piani. '

) Ricordo, a questo proposito, un’osservazione gid fatta in altra occasione
(vedasi i Rendiconti del R. Istituto Lombardo, adunanza del 15 luglio 1897), che
cio®, mentre una proiettivitd 4 degenere in uno spazio Sm ad un numero finito
di dimensioni ha le due proprietd 1°) di ammettere radici, 2°) di porre tutti i
punti 4(@) non nulli in wn Sp/, (m'<< m); invece negli spazi- ad un numero
infinito di dimensioni queste due proprietd non si accompagnano sempre. L’ope-
razione di moltiplicazione per y(x) & una proiettivita di § che gode della secon-
da proprieta, ma non della prima.



