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18 [96].

Sull’operazione aggiunta.

Rendiconto della R. Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna;
(Nuova Serie) 2, 130-139 (1897-1898).

1. — Sia § una classe od insieme di funzioni analitiche ¢,
@iy, di una variabile x, tale che la combinazione lineare a coef-
ficienti costanti di quante si vogliano di esse appartenga alla classe
stessa, e che vi appartenga anche il prodotto di una qualunque di
esse per la variabile x#. Sia §" una seconda classe di funzioni ana-
litiche f, f,, ..., di una variabile # (variabile che si potra, a seconda
dei casi, fare coincidere o no con x), avente le medesime proprieta.

2. — Sia definita in qualunque modo un’operazione che si ap-
plichi ad ogni coppia ¢, f di funzioni, 'una presa comunque in 8,
Taltra in 8’. Questa operazione si indicherd con (¢, f) e si ammet-
teranno per essa le seguenti proprieta :

a) essere a determinazione unica;
b) essere distributiva tanto rispetto ad f che rispetto a ¢, cioe

(0 fHL)= (0, )+ @ 1) (@400 )= )+ gy )

c) essere tale che, se per ogni funzione f di S’ si ha

(@, )= (91, 1),
ne debba visultare ¢ = ¢,, e, se per ogni funzione ¢ di § si ha

(@, 1) =1(p, f1)

ne debba risultare f=Ff, ;
d) essere tale che

(@@, f)= (9, Zf).
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3. — Quando si parlerd di operazioni distributive da applicarsi
alle funzioni di 8, o di &, si intendera sempre che il risultato di
queste operazioni si trova in S o rispettivamente in §. Cid sta-
bilito, si applichi alle funzioni di- S un’operazione distributiva A
qualunque a determinazione unica; un operazione distribuitiva A
applicabile alle funzioni di §" si dira aggiunta di A, quando sia

1) (A(p), f)= (@, A(f)) .

La presente Nota ha per oggetto di sviluppare le proprieta
generali dell’operazione aggiunta di una data operazione distributiva.

4. — Dalla definizione data segue intanto immediatamente :
1. Se una operazione ammette una aggiunta, questa & uwica.
11. I’aggiunta di una somma é uguale alla somma delle aggiunte.
III. L’aggiunta di una funzione lineare omogenea di piw opera-

zioni & wuguale alla stessa funzione lineare omogenea delle aggiunte
delle operazioni medesime.

5. — Sia «(x) un polinomio razionale intero in x. Dalle pro-
prietd poste al § 2, risulta immediatamente che

(2) (@) @, f) = (p, «(2)1);

questa eguaglianza si puo estendere, sotto condizioni di convergenza,
facili a stabilirsi nei singoli casi, alla ipotesi che «(x) sia una serie
di potenze intere positive di x, quando a(r)p appartenga ad S ed
a(z) f ad §'. Indicando dunque con M, Poperazione di moltiplicazione
di una funzione arbitraria di S per a(x), abbiamo:

IV. L’operazione aggiunta di M, é la M, stessa.

6. — Siano A, B due operazioni da applicarsi alle funzioni

dell’insieme S. Si avra per definizione, se A, B sono le aggiunte
di A, B rispettivamente,

da cui, mutando ora la ¢ in B(p),

(AB(p), f) = (Blp), A(f)=(p, BA(f).
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Onde il risultato notevole :
V. Se A,B, é,.., X sono le aggiunte di A, B, g, .., X,
rispettivamente, ¢ si ha X = ABC ..., si avrd X = ... CBA.
Ne segue che se un sistema di operazioni forma un gruppo, il

sistema delle aggiunte forma un gruppo isomorfo.
7. — Se A @& aggiunta di A, si avra (§§ 2, 5)

(A(xg), )= (p, zA(f)), (@A(p), f)= (@, ARf)),

onde sottraendo membro a membro

(A(xp) — 2 A(p), )= (@, 2A(f) — A(zf)).

Ricordando (') che si chiama derivata funzionale di un’operazione
A, e si indica con A’, Voperazione A’ = A(wp) — xA(p), la relazione
precedente pud scriversi

(Ap), )= (p, — A'(f)),
cioe : :
VI. L’aggiunta della derivata funzionale di una operazione &
data dalla derivata funzionale dell’aggiunta dell’operazione stessa, presa
con segno contrario.

8. — Come applicazione, cerchiamo quale & Daggiunta dell’o-
perazione di derivazione ordinaria, che, come di solito, si rappresen-
tera con D. Se D ne & l’aggiunta, si avra

D', )= (g, _ﬁf)~
‘ma D' =1(*), onde
(@, )= (o, _j)_’f)7

e quindi [§2, c)] sard D'f= —f, onde risulta (}) D= — Df 4+ Af,
essendo 1 un moltiplicatore arbitrario. Nei molti casi in cui nulla
si opporra, nella definizione delle classi 8, 8’ e della operazione (¢, f),

(1) Vedasi il mio Mémoire sur le Calcul fonctionnel, § 56, Math. Ann, Bd. 49.
(®) Mém. sur le Caloul fonctionnel, § 60, b).
(3) Memoria citata, ibid..
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a che questo moltiplicatore si prenda eguale a zero, si avra:
VII. L’operazione aggiunta della deriduzione ordinaria é la
derivazione stessa presa con Segno cambiato.

9. — Risulta dalle proprieta IV, V e VII che se si assume
come operazione A una forma differenziale lineare

»
A(p) = 2 o(w) D¢ ,
N}
la sua aggiunta A sara data da

Af) = 2 (— 10 D" [anle) f]

n=0

ciod Pequazione A =0 & precisamente Vaggiunta di Lagrange delle-
quazione differenziale lineare A =0 .

Inoltre, se la forma A & scomposta in fattori di primo ordine
A =EUE,..E,, si avra, per il teorema V ed indicando con E la
forma aggiunta di E;, che A=E, Ep_l ﬁz EH,; si ritrova cos) il
noto teorema di reciprocitd di THOME e¢ FROBENIUS ().

10. — B noto (?) che un’operazione funzionale distribuitiva A
puo, in generale, essere sviluppata in serie della forma

oy (X)
0 n!

(3) A= Dy

iMms

Ne segue che, sotto condizioni di convergenza, la ricerca delle
quali, almeno in quanto debbano essere sufficienti, non presentera dif-
ficolta nei singoli casi ai quali si dard Inogo particolarizzando le classi
8 ed 8 e loperazione (¢, f), si potra porre Paggiunta di A sotto
la forma :

@) A =3 S page 7.
N=0 n:
11. — Nella formula precedente si faccia in particolare a,, = a®,

essendo @ una costante, e si avra immediatamente che laggiunta

() Vedasi SCHLESINGER, Handbuch der Lineardiffereniialgl., Bd. I, pag. 58.
() Mém. sur le Calcul fonctionnel, § 63.



SULLi OPERAZIONE AGGIUNTA 81

di ¢ (x-+a) & f(z—a). Onde segue che l’aggiunta della differenza
finita @ (x 4 1) — @ (x) & f(z— 1) — f (). Applicando questo risultato
ad una forma lineare alle differenze

B = o) plir) + ) plw + 1) 4 o+ 2(a) gl + 1),

si ottiene come operazione aggiunta
F = ay() f2) -+ o,z — 1) flzg — 1) 4 oo 4 2z — ) fle — p) -

AllVequazione F = 0 corrisponde dunque la F= 0; questa equazione,
che ho chiamata inversa della prima, mi si ¢ presentata in molte
occasioni nelle mie ricerche. sulle equazioni lineari alle differenze
finite (1), ed il suo primo membro & stato studiato dal BORTOLOTTI (?)

sotto il nome di forma aggiunta della F'.

12. — Suppongasi che D'operazione A ammetta una radice ¢,,
da A(p,) = 0 risulterda, poiché loperazione (g, f) & a determinazione
unica, che sara (A(p,), f) =0, e per conseguenza

(@ A(f) = 0.

Se questa non si riduce ad una identita, essa ci dard una relazione al-
la quale soddisfano tutte le funzioni A(f), in altre parole le A(f) non
sono elementi qualunque della classe §’, ma appartengono a quella
classe 8] contenuta in &, i cui elementi g soddisfano allequazione
(P 9) = 0. Questa classe §; & evidentemente tale che la combina-
zione lineare di quanti si vogliano suoi elementi appartiene alla
classe stessa. Usando il linguaggio geometrico e considerando per-
tanto &', 81, ... come spazi lineari, abbiamo il seguente teorema :
VIIL. Se Voperazione A ammette uno spazio (lineare) 8, di
radici contenuto in S, e @, @, ..., Qr costituiscono un sistema - fon-
damentale di radici contenute in questo spazio, UVoperazione aggiunte
A fara corrispondere in generale allo spazio 8, lo spazio S8 conte-
nuto in 8 e formato dalle funzioni g che soddisfano alle equazioni

(Piy 9) =0, (@E=0,1,2,..,7).

(1) Vedasi, per es., Memorie dell’Accad. di Bologna, S. IV, T. IX, 1890.
(®*) Rendiconti delle R. Acead. dei Lincei, 8. V, T. V, p. 349, 1896.
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13. — Data un’operazione distributiva a determinazione unica
A, e generalizzando un concetto della teoria delle equazioni diffe-
renziali, si pud chiamare moltiplicatore di A una funzione 1 tale che
sia 14 = DB, B essendo una nuova operazione distributiva a de-
terminazione uniea. Sia 1 un tale moltiplicatore ed 4, B le aggiunte
di Z,TB; si avra dalla relazione (1) e dai teoremi V e VIIL:

(A1DB(g), f) = (p, — BDOY));

onde segue che, fatto f= 1, Voperazione B & applicata ad un ele-
mento nullo e d3 quindi zero come risultato. Ma Z( fl=— —BD(A—lf) y
e quindi 1 & radice di A ; onde:

IX. I moltiplicatori di un’operazione sono radici della -opera-
zione aggiunia.

14. — Consideriamo, come applicazione, gli spazi § ed § defi-
niti come segue. Gli elementi ¢ di S, che diremo punti, siano le
serie di potenze intere positive della variabile x, convergenti entro
un cerchio di centro # =0 e di raggio superiore ad un numero po-
gitivo »; gli elementi f di &, che diremo piani, siano le serie di
potenze intere megative di x convergenti fuori di un cerchio di cen-
tro * = 0 e di raggio inferiore ad . Non si escludera che gli ele-
menti di 8’ possano anche contenere qualche termine con potenza
positiva (o nulla) di #, ma non si riguarderanno come diversi due
elementi che differiscano solo per i coefficienti di tali termini. Ad
esempio, si avra

p=1cy+c,x+ca®+ ..+ a"+ ..,

Uy

fmwd Db b

Come operazione (¢, f), si definira il residuo, per #=0, di
f@) @), ossia

® 5w | e d = o,

N=0
{r)

dove, nell’integrale definito, I’integrazione & estesa alla circonferenza
(r), e dove si verifica immediatamente che sono soddisfatte le quattro
condizioni imposte nel §2 ad una tale operazione. I punti ¢, dato
il piano f;, per i quali & soddisfatta la relazione (¢, f;) =20, si
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diranno, secondo la nomenclatura introdotta in una Nota precedente
(Y), appartenere al piano f,, e viceversa il piano f, appartiene a que-
sti punti. ‘

Sia ora A un’operazione distributiva a determinazione unica la
quale, applicata a punti dello spazio ora definito S, riproduca punti
del medesimo spazio. Essa potra, ad esempio, venire definita me-
diante le serie (punti) che essa fa corrispondere alle potenze intere
positive (e nulla) della variabile x, cioe da

(6) A@) = apg + g © 5o F Oy, 2 - o
o, cio che & lo stesso, dal quadro dei coefficienti

/ y
oy gy gy eee gy oo

Q) Wy gy gy e Qpy eee

Analogamente, I’operazione A aggiunta di A, e che trasformi i piani
di 8" in piani, sia definita da

~ n 1 bno bn1 bnv
(‘) A(zﬂ+1>=?+—z_2+"'+?:}——l+""
ossia dal quadro
bOO bOi bO‘Z ‘ bOV
Q) bio by big e by

Ma Voperazione A & data, per definizione, da

[ Alp @) fla) dw — j o@) ALf@) du ;
(r )

ora, facendo ¢ (¥) = a™, f(x) = 1/x+t!, si ottiene immediatamente

WUy == b”m .
Onde :
X. Se Voperazione A & Vaggiunta di A, il quadro (Q') si ot-
tiene da (Q) mutando le linee in colonne e viceversa.

(*) Questo Rendiconto, sessione del 30 gennaio 1898,
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15. — Se Voperazione A ha le radici @g, @, .., ¢y, linearmente
indipendenti, queste definiscono uno spazio lineare §, ad r dimen-
sioni immerso in §; loperazione A & degenere di specie » 4+ 1. Ma
la relazione

(Alps)y [)= (s, A(f) =0

dimostra che le Z(f ) appartengono tutte allo spazio lineare S di
piani, costituito da tutti i piani di § che contengono lo spazio 8§,
di punti. Riferiamoei ora ad wun’osservazione gia accennata altre
volte (*) ; che cioe negli spazi ad infinite dimensioni le proprieta delle
omografie degeneri si ‘scindono, essendovi operazioni distributive A
che hanno radici, senza che le A(p) appartengano ad uno spazio
meno esteso di 8 (cio¢ contenuto in &, ma non identico) ed opera-
zioni che, sebbene non abbiano radici, proiettano lo spazio § su
uno spazio meno esteso; mentre negli spazi ad un numero finito di
dimensioni queste due proprieta si accompagnano necessariamente,
Potremo distinguere queste due particolarita, dando alla prima il
nome di degenerescenza di primo genere, ¢ allaltra il nome di dege-
nerescenza di secondo genere, le due degenerescenze potendo presen-
tarsi o no insieme. Usando questa locuzione, potremo dire:

XI. Se un’operazione presenta la degenerescenza di primo ge-
nere, la sua aggiunta presenta quella di secondo gemere, e viceversa.

16. — Consideriamo infine quei punti ¢ di 8 in cui sono nulli
i coefficienti delle potenze di x superiori ad =, e quei piani f di &
" in cui sono nulli i coefficienti delle potenze di « inferiori a — (n - 1);
facciamo anche la stessa ipotesi sui coefficienti delle (6) e delle (7).
Veniamo cosi a considerare spazi S, S, ad » dimensioni contenuti
rispettivamente in S, &, e le A, A sono sostituzioni lineari od o-
mografie di questi spazi. Ora, per il teorema X, od anche per la
relazione (1) che si puo aneora scrivere

(@, f) = (A~Yp), A(f)),

si vede immediatamente che le sostituzioni A1 ,Z sono fra di loro
in quella relazione per cui si dicono dualistiche o contrarie (?), talehe :

XII. L’operazione aggiunta di wna data omografia é l’omogmﬁa
contraria dell’inversa della data.

() Questo Rendiconto, Nota citata del 30 gennaio 1898 ; e Rendiconti del R.
Istituto Lombardo, adunanza del 15 luglio 1897. ’

(?) Questa espressione e quella usata del Prof. D’OvIDIO (Geomelria analitica,
pag. 63, Torino, Bocea, 1896).



