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20 [109].

Di alcune operazioni atte ad aggiungere o togliere singolarita
in una funzione analitica.

Apnali di Matematica pura e applicata (Milano);
(3) 4, 219-280 (1900).

Una serie ordinata per le potenze intere positive di una va-
riabile »,

(1) ‘ ag + a, @ 4+ ay ¥ 4 .. + a2+ ...,

definisce, come e noto, una funzione analitica che il metodo detto
della continuazione analitica permette di calcolare in tutto il campo
della sua validith. Tutte le proprieta della funzione sono dunque
contenute nella legge di successione dei coefficienti a, della serie;
& pero cosa assai difficile, in generale, mettere in evidenza la di-
pendenza fra le proprietda della funzione e quelle della successione
a, . Per quanto gli analisti si siano occupati da oltre un secolo
della questione, pure si e lungi dal potere rispondere alla seguente
domanda : .

Si puo, ed in quale modo, da proprietts verificabili sulla successione
dei numeri a,, rilevare il numero, la posizione e la natura delle sin-
golarita della funzione definita dalla serie (1) %

La prima idea che si presenta alla mente in una simile ricerca,
¢ di considerare i coefficienti @, come i valori di una funzione a(?)
di una variabile ¢, per i valori 0,1, 2,... della variabile stessa. Bene
inteso, la funzione a(f) nmon ¢ definita completamente da queste
condizioni, e non lo & nemmeno se si impone di essere analitica
si possono pero aggiungere condizioni opportune, atte a completare
convenientemente la determinazione della a(f). Fra questa e la
funzione f(x) definita dalla serie (1) passa allora una relazione, o
corrispondenza funzionale, che ¢ stata considerata gia da lungo tempo ;



92 SALVATORE PINCHERLE

essa & stata notata per primo dal LAPLAOE (1), che ha chiamato f(x)
funzione generatrice di a(t), e questa funzione determinante di f(x).
Questo autore e, poco dopo di Iui, PABEL (*) hanno sviluppato buon
numero di relazioni formali che intercedono fra una generatrice e
la sua determinante. Tali ricerche, riprese da vari autori con indi-
rizzo pit moderno e coi sussidi pitt potenti che col CAUCHY, col
RIEMANN e col WEIERSTRASS 8i sono acquistati nella teoria delle
funzioni, hanno dato risultati interessanti, fra i quali mi preme di
ricordare i seguenti :

a) La funzione generatrice si esprime mediante un integrale
definito sotto cui compare la determinante, e reciprocamente. In
molti casi, 'integrale definito va esteso ad una curva nel piano
della variabile d’integrazione, riguardata come complessa. La deter-
minazione di una delle due funzioni, data Dlaltra, conduce in gene-
rale ad un problema d’inversione d’integrale definito.

b) Quando la funzione generatrice soddisfa ad una equazione
differenziale lineare a coefficienti razionali in «, la determinante
soddisfa ad una equazione lineare alle differenze finite, a coefficienti
pure razionali in ¢, e viceversa. Questa osservazione ha permesso
di stabilire tipi di equazioni lineari, differenziali o alle differenze (%),
integrabili per mezzo di integrali definiti.

Ma risultati non meno notevoli si sono avuti quando la dipen-
denza fra la successione a, dei coefficienti e la funzione f(x) si e
considerata sotto un altro punto di vista; .quando si e trattato
cioé di collegare fra di loro i due seguenti elementi: singolaritd della
funzione generatrice da wuna parte, comportamento asintotico della
successione dei coefficienti dall’altra. Questo punto di vista inter-
viene per la prima volta in una Memoria del sig. DARBOUX (%), do-
ve sono ottenuti risultati per alecuni dei casi pit semplici; abban-
donato per vari anni, esso si presenta di nuovo in lavori recenti

(1) Mémoires de Y Académie des Sciences 1779 ; Théorie analytique des probabilités
(Paris, 1812). Cfr. Lacroix, Traité du Caloul différentiel et intégral, 'T. III, pag.
322 (Paris, 1819).

(®) uvres, 2°@° ., T. II, Mém. XI.

(®) V. per es. le mie Note: Sulle funzioni ipergeomeiriche generalizzate, Rendic.
della R. Accad. dei Lincei, 1888; e varie Memorie del sig. Hy. MELLIN negli
Acta Math., T. VIII e segg. .

(%) Sur Vapproximation des fonctions de grands nombres, J. de Math., 1878,
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dei Sigg. HADAMARD (1), BOREL (?), FABRY (%), LEAU (%) ed altri. Da
questi lavori si puo, in casi determinati, dedurre il posto e talvolta
la natura delle singolarita della funzione analitica definita dalla serie
2 a, x* dal comportamento asintotico della successione a,. In tali
ricerche non si fa uso ordinariamente della determinante a(f) come
funzione analitica di ¢, sebbene il BOREL, nelle osservazioni sugge-
stive della sua Nota citata, abbia consigliato di ricorrervi (%).

Il presente lavoro si propone di recare un contributo alla teo-
ria della dipendenza fra la funzione generatrice e la determinante,
studiando alcune operazioni distributive che mentre da una parte ag-
giungono, o tolgono, singolaritd di specie determinata alla funzione
generatrice, recano d’altra parte alla funzione determinante modifi-
cazioni corrispondenti, in guisa che da queste si puo dedurre la
natura delle singolarita introdotte od eliminate, e reciprocamente.
Pero, questo studio va preceduto da alcuni paragrafi nei quali si
completa in qualche punto la teoria delle operazioni distributive,
teoria di cui ho fatto conoscere gli elementi in pubblicazioni ante-
riori (5. La presente Memoria verrd pertanto divisa in tre Capitoli.
Nel primo si trattera della trasformazione di un’operazione mediante
un’altra ; si considereranno piti specialmente quelle operazioni che
trasformano una data operazione nell’operazione di moltiplicazione,
e 8i verra in tal guisa ad ottenere (nel modo pili elementare ed in-
dipendente da considerazioni di integrali definiti) I'operazione (che
verra detta operazione O) avente la proprietd di mutare ogni gene-
ratrice nella sua determinante. Altre operazioni speciali importanti‘

(1) J. de Mathém., 1892.

(2) Vedasi Mémoire sur les séries divergentes (Ann. de UKe. Norm., 1889) e
Legons sur la théorie des fonctions (Paris, 1898), passim; e specialmente la Nota
in « Comptes Rendus de 1’Acad. des Sciences, 12 déc. 1898 ».

(8) Ann. de VEec. Norm., 1896 ; Acta Math., T. XXII, 1898; Journal de Ma-
thém., 1898.

(4) Comptes Rendus, 5 décembre.

(®) Circa la dipendenza fra il carattere analitico della funzione generatrice
ed il comportamento della sna determinante esistono . altri risultati, di natura
pilt speciale, che non hanno attinenza col presente lavoro, ma che non & inutile
ricordare. Questi risultati, ottenuti mediante ricerche che si fondano sulla natura
aritmetica della determinante e che presentano difficolta di altra specie, ma non
minori di quelle relative al comportamento asintotico, si trovano in lavori di
ErsENSTEIN, HEINE, TCHEBITCHEFF, GOMES-TEIXEIRA, PINCHERLE ed altri.

(8) Riassunte in gran parte nel Mémoire sur le Caloul fonctionnel distributif,
Math. Ann., T. XLIX, 1897.
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si presentano come semplici modificazioni di questa; tale & la tra-
sformazione ben nota di LAPLACE e quella di cui il Sig. BOREL ha
recentemente (1) fatto uso nello studio delle trascendenti intere. I1
secondo Capitolo e dedicato allo “studio di operazioni distributive
che, per la loro semplicita e simmetria, sono sembrate meritevoli del
nome di normali; esse si presentano come generalizzazione spontanea
di quelle forme differenziali lineari che, uguagliate a zero, danno le
equazioni della classe del FuoHs. Di queste operazioni si studiano
poi le composizioni fra di loro e con operazioni di moltiplicazione.
Infine nel terzo Capitolo si tratta dell’argomento principale di que-
sto lavoro: sono definite le singolaritd che si dicono semplici per
una funzione analitica ; si trova che ad ognuna di esse corrisponde
un’operazione A, suscettibile di togliere la singolarita ; inversamente,
Voperazione inversa A—! introduce, nella funzione alla quale essa si
applica, quella singolaritd medesima, a meno che la funzione non
soddisfi ad una speciale condizione. Cid accade nel modo stesso che
Voperazione di moltiplicazione per # — 2z toglie un polo di primo ordine
nel punto x = 2z, mentre 'operazione di divisione per r — z, eseguita
su una funzione regolare per x ==z, Vi introduce un polo di primo
ordine in quel punto, a meno che la funzione non soddisfi alla con-
dizione di annullarsi per ¥ = 2. Le trasformate CAC—! di queste
operazioni A mediante operazione C definita nella prima parte sono
operazioni che portano sulla funzione determinante della funzione
f(x) soggetta ad A ; esse indicano quali modificazioni arrecano ai
coefficienti della serie di potenze che rappresenta f(x) la presenza
o Deliminazione della singolarita corrispondente. Infine colla compo-
gizione di pilt operazioni A o delle loro inverse si tolgono o si in-
troducono nelle funzioni analitiche singolaritd pilt complesse ; e si
termina coll’applicazione delle cose dette alle singolaritd. che vengono
tolte da forme differenziali lineari della classe del FuoHs, o vengono
introdotte dalla risoluzione delle equazioni corrispondenti.

(%) Acta Mathematica, T. XXI, p. 243.
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CAPITOLO I.

Operazioni trasformatrici.

I. — Richiamo di alcune proposizioni dalla teoria
delle operazioni distributive,

1. — Nelle ricerche che seguono, come in molte altre, & op-
portuno considerare la totalita delle serie di potenze di una va-
riabile # come un insieme, o spazio, di cui ogni singola serie
costituisce un elemento. Un tale insieme ha evidentemente un numero
infinito di dimensioni; esso verra indicato con la lettera S. Ogni serie
di potenze si pud riguardare come un punto dello spazio S, ed i
coefficienti della serie si possono considerare come le coordinate del
punto (1).

Ogni serie di potenze ha un cerchio di convergenza di raggio
determinato (nullo, finito od infinito). Ci accadra spesso di dovere
considerare 'insieme delle serie di potenze il cui raggio ¢ maggiore
del modulo di un numero . Questo insieme verra denotato con S,.
B chiaro che se & [ ‘|, Vinsieme S, e contenuto in §,,. L’in-
sieme delle serie di potenze il cui raggio di convergenza non &
nullo e §,.

2. — Poiché una funzione analitica, che supporremo ammettere
un ramo regolare nell’intorno del punto x = 0, & completamente
determinata dal suo sviluppo in serie di potenze nell’intorno di
quel punto, cosl ogni elemento «(x) di 8§, il cui raggio di conver-
genza non & nullo, definisce una funzione analitica di cui un ramo
e regolare nell’intorno di # = 0. Per schivare le discussioni relative
a funzioni non uniformi, sarda opportuno ricorrere al concetto di
stella quale & stato recentemente introdotto dal MITTAG-LEFFLER.
Rimandando, per la definizione di questo concetto, alla sua Memo-
ria (¥), converremo di indicare ad un tempo con a(x) e la serie di

(1) Vedasi la mia Nota: Cenno sulla Geometria dello spazio funmzionale, Rendic.
della R. Accademia delle Scienze di Bologna, 14 febbraio 1897. Cfr. T. Cazza-
NIGA, Intorno ai reciproci dei determinanti normali, pag. 21, Rendic. della R. Accad.
delle Scienze di Torino, 16 aprile 1899.

(?) MITTAG-LEFFLER, Sur la représentation analytique d’une branche wuniforme
d’une fonction monogéne, Acta Math., T. XXIII, pag. 43, 1899.
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potenze di S che si considera, ed il ramo della funzione analitica
definita da questa serie esistente ed univocamente determinata nella
stella appartenente alla successione o (0), o’ (0) (*), a” (0), ... .

3. — I noto che agli elementi di S sono applicabili operazioni
che riproducono euti dell’insieme stesso o di un insieme analogo.
Fra queste operazioni hanno speciale importanza quelle che ammet-
tono la proprieta distributiva (operazioni distributive) e che vanno
riguardate, cio che ho fatto osservare altre volte, come le omografie
dello spazio 8. V

Un’operazione distributiva A & determinata in § quando si co-
noscono le funzioni che essa fa corrispondere agli elementi 1, x,
2%, vy &,y ... di §. Porremo :

) Ay =&, (x), 0=0,1,2,..).

Si sa allora come ne consegua, per le funzioni ¢ (x) di un in-
sieme convenientemente definito in §, lo sviluppo

@) Alg) = = 29 pug,

n—=0 N !

in cui D & Voperazione di derivazione, e le a, = o,(®) sono funzioni
dipendenti dalle &, = &, () mediante le relazioni :

(3) oy ==E&, —naé&_ "l_ (g) x? En—o — o "l“ ("_ 1)” an Eo .

Da queste relazioni si ricavano, inversamente, le £, in funzione
delle o, :

(4) En=op -+ nwo,_ 1+ (g) 2% ops + o 2, (7).

4. — Le operazioni distribuitive piu semplici sono la moltipli-
cazione, la derivazione e la sostituzione.

da
1 C ! i indica —.
(t) Con a'(x) si indica T

(®*) V. il mio lavoro: Mémoire sur le Caloul fonctionnel distributif, Cap. II.,
Math. Annal., Bd. XLIX. Questo lavoro verra d’ora innanzi citato con M. se-
guito dal numero del paragrafo.
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a) Facendo il prodotto di un elemento arbitrario @) di S
per una funzione analitica date wu(x) si ha V’operazione di moltipli-
cazione, che rappresento con M,. La funzione u(x) si puo dire
moltiplicatore. Considerando moltiplicatori appartenenti ad S, le varie
operazioni di moltiplicazione formano un gruppo, sono fra loro com-
mutabili e sono formate colla moltiplicazione M, di moltiplicatore
x; se cioe

px) =6y + ¢, @ 4 ey @° + .o
si avra :
M, = ¢y~ ¢, My ¢y M3+ ...

b) Per la derivazione si usera il solito simbolo D. La formula
(2) dimostra che ogni operazione distributiva si pud esprimere come
somma di numero finito od infinito di prodotti di moltiplicazioni per
derivazioni. )

c)‘ La sostituzione & loperazione che consiste nel sostituire
alla variabile «, in un elemento arbitrario @(x) di 8, la funzione
analitica data u(x). Questa operazione la rappresento con §,. Per
essa lo sviluppo (2) diviene:

S (@) — o
— Dn .
ﬂfo n! ?

Le operazioni di sostituzione formano un gruppo, non pero
commutabile.

3

5. — Quando un’operazione & stata definita per gli elementi
di uno spazio S, & spesso possibile estenderla anche agli elementi
di un nuovo spazio §' che comprenda S; cid, anche quando la pri-
mitiva definizione non sia immediatamente applicabile in §'. Questa
estensione si fa col mezzo del noto principio di permanenza, che
PHANKEL (!) ha enunciato per le operazioni fondamentali dell’Arit-
metica, ma che conserva il suo valore in tutte le parti della scienza
dei numeri (). Per applicare questo principio si procederd in gene-
rale nel seguente. modo.

(1) Theorie der komplexen Zahlensystemen, § 3 (Leipzig, 1867).

(®) E cosl, per esempio, che la derivata si pud definire mediante la regola
D o™ = n o™ per tutto Iinsieme §,. Osservato poi che in questo insieme essa ha
la proprieta di essere il limite del rapporto incrementale, si viene ad assumere
questa proprietd come definizione della derivata in ogni insieme pill esteso.
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Supposto di avere un’operazione A definita per gli elementi
di un insieme §, sia indicato con @ linsieme di proprieta, fra loro
indipendenti, di cui gode la A mnell’insieme S. La definizione data
per A in § non sia applicabile ad un nuovo insieme &8 che com-
prenda S e sia pit esteso. Si possa ora, in qualunque modo, definire
in & un’operazione A, soggetta alle condizioni :
a) di coincidere con 4 quando degli elementi di S si con-
siderano quelli soli che appartengono ad 8§,
b) di godere delle proprieta a che valgono a determlnarla in §.
Sotto queste condizioni si riterra applicabile il sopra -citato
principio di permanenza e si dira che la A, & la stessa operazione
A estesa al nuovo insieme §'.

6. — L’osservazione precedente permette di estendere a tutto
Pinsieme delle funzioni analitiche alcune operazioni originariamente
definite per il solo spazio S;,. Questo ¢ manifestamente il caso per
le operazioni di moltiplicazione, derivazione e sostituzione; con cio,
in M, ed S,, u potrd rappresentare una funzione analitica qualun-
que, anche non appartenente ad S;.

Quando parleremo genericamente di operazioni applicabili al-
Vinsieme delle funzioni analitiche, ammetteremo solo che ad una
funzione dell’insieme esse facciano corrispondere funzioni dell’insieme
stesso. Con spazio funzionale intenderemo poi, sia tutto I’insieme
delle funzioni analitiche, sia una parte di esso, colla condizione pero
che se a e f appartengono a questa parte vi appartenga anche o 4 f.

7. — Prima di chiudere queste osservazioni preliminari, con-
viene notare un altro aspetto che si- pud dare alle operazioni di-
stributive applicate agli elementi di §. Si abbia un’operazione A
per la quale sia:

A(wn) = §7L = lno + Ay & ‘+‘ An2 a’/' ‘I— + Uy XY + vee o
Applicando questa operazione all’elemento di 8, si ha
o) =1ky+k x4+ ky2* 4 ...,

ed ammesso che questa serie sia stata presa in modo che risulli
uniformemente convergente la X k, &, in un intorno di « = 0, si avra

W),

(5) 9)=go -+ 91 & + gp #* + ...
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dove i coefficienti ¢, dipendono dai coefficienti k, per mezzo delle
relazioni

(6) On = ton Ky 4 tin by 4 oo + W b - o0

Sotto questa forma si vede che all’operazione A, che trasforma
@(x) in y(x), corrisponde un’operazione rappresentata dalla (6), la
quale applicata a k, lo trasforma in g,; si ha cioe, in altra forma,
una trasformazione lineare in uno spazio ad infinite dimensioni. ®
sotto questa forma che esse sono considerate dal Sig. CAzzANIGA (1)
per il caso del determinante normale (d’ordine infinito) non nullo;
e a questo proposito notiamo che non sarebbe né difficile, né inop-
portuno, ricondurre lo studio dei determinanti d’ordine infinito a con-
siderazioni sulle operazioni distributive.

II. — Trasformazioni nelle operazioni.

8. — Siano A, B due operazioni distributive a determinazione
unica, definite nell’insieme delle funzioni analitiche. Si dira che B
& trasformata di A mediante una terza operazione distributiva X,
quando si abbia :

@) XAX—1— B.

Si dira ancora che X trasforma A in B.
In uno spazio funzionale in cui X sia a determinazione unica,
la (7) equivale ancora a
XA = BX,

X-1BX=A.

9. — Per vedere quale grado di indeterminazione presenti la X
quando siano date 4 e B, si ammetta che X ed Y siano due operazioni
che trasformano 4 in B, e si ponga X = KY onde X! = Y—1K—1,
Dalle

XAX—1=DB, YAY'=B,
verra
B=KYAY'K-!, onde B=KBK,

(1) Nota citata, § 2.
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Quest’ultima relazione esprime che K & commutabile con B;
reciprocamente, se K & un’operazione qualunque commutabile con
B e B ¢ trasformata di A mediante X, lo ¢ anche mediante KJX.

Analogamente, se in uno spazio in cui ¥ & a determinazione
unica, B & trasformata di A mediante Y, lo e anche mediante YH,
essendo H un’operazione arbitraria commutabile con A; reciproca-
mente, se X ed Y trasformano A in B e si pone X =YH, H &
commutabile con A.

10. — Essendo a,,a,,a,,.. una successione, finita o no, di
costanti, & noto che l’operazione

(8) ay A% 4 a, A + a, A® ...

¢, nel suo campo di validita, commutabile con A. Ponendo
fE)=ay+ a2+ a; 2% + ...,

la (8) si puo rappresentare simbolicamente con f{4). Ora &

XA = BX,
onde :
XA? = BXA = B*’X,

ed in generale, per ogni valore di » intero e positivo,
XA"» = B»X.
Da cio (1), sostituendo A° coll’unitd, segue
X(ay + a, A + ay A? 4 ...) = (ay + ay B+ a, B> + ..)X,

o infine :
) Xf(A) X' =f(B);

e questa relazione si estende senza difficolta al caso che f(4) con-
tenga potenze mnegative di A.

La formula (9) ci mostra che non solo, mediante una trasfor-
mazione X, ad operazioni commutabili corrispondono operazioni

. (1) Nell’applicare Voperazione distributiva ad una serie, conviene tenere pre-
senti le osservazioni fatte in M., § 48.
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BN

commutabili (il che e affatto ovvio), ma anche che una data funzione
di A (!) si trasforma nella stessa funzione di B.

11. — Se X trasforma A in B, ed Y trasforma B in O, YX
trasformera A in B. Infatti, da

XAX-1=B, YBY-1=C,
risulta immediatamente :
YXAX-1Y-1 = (.

Da questo teorema segue che se si ha una classe di operazioni
A, B, C,... e si conoscono le operazioni che trasformano un’operazione
fissa P nelle operazioni della classe, si conosceranno anche quelle
che trasformano le operazioni della classe 'una nell’altra. Infatti,
si avra:
XPX-1=4, YPY'=B, ..,

P=X"14AX=Y"'BY =... )
onde, per il teorema precedente, YX—! trasformera A in B.
12. — Sempre nell’ipotesi di limitarci ad un campo funzionale

in cui X & wunivoca, o, come si puo anche dire, considerando un
ramo wunivoco della X, avremo, per il §10,

XA = BX, XA? = B"ZX, ey XA" = B”X, e s

Se ora, nello spazio funzionale considerato, A non ha radici ed w

3

¢ una radice di B,
AX Y (w), AX Y w), .., A"X 1 (w), ..

saranno radici di X. Reciprocamente, se A(x) & radice di X senza
che lo sia &, X(«) sard radice di B ed A*a), A3a), .., A¥a)
saranno radici di X.

(1) Circa il concetto di funzione di un’ operazione vedasi LEVI-CIVITA: Sui
gruppi di operazioni fumzionali, pag. 4 (Rendic, dell’Ist., Lombarde, T. XXVIII,
1895),
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III. — Le eperazioni trasformatrici.

13. — Essendo M, Voperazione di moltiplicazione per x (§4),
chiameremo operazione trasformatrice di un’operazione data A un’o-

perazione X che trasformi M, in A. La trasformatrice ¢ dunque
definita dall’equazione :

(10) XM, X'=A.

In altri termini, se ¢ & un elemento del campo funzionale che

si considera, sara
(11) X(wp) = AX(p),

e ricordando (!) che con derivata funzionale di un’operazione X §’in-
tende I’ operazione X'(¢)= X(wvp) — xX(¢), ne viene che la ftra-
sformatrice di A soddisfa all’equazione differenziale simbolica (?):

(12) X =4 —ao)X.

14. — Ogni operazione H commutabile con M, & una moltipli-
cazione, poicheé la HM,= M,H equivale ad H' =0, e si & dimo-
strato che Voperazione, la cui derivata funzionale sia nulla, & una
moltiplicazione (3). Reciprocamente, ogni moltiplicazione & commutabile
con M,. Se dunque si & trovata la trasformatrice X di una data
operazione A, questa trasformatrice applicata al gruppo delle mol-
tiplicazioni lo trasformera nel gruppo delle operazioni commutabili
con A.

In particolare, se &

pa) = ay + a4, 2+ ay 2 4 ..,

si avra, per il §10,
(13) XM X = p(4).

15. — La formula precedente, che rappresenta Dlenunciato di
un teorema per il caso che il moltiplicatore u sia una serie di po-
tenze di x, si pud assumere come definizione di u(4) nel caso che

*) M., § 56.

(?) Su queste equazioni differenziali simboliche vedasi: Di wun’equazione fun-
zionale simbolica, ecc., Rendic. della R. Accad. dei Lincei, 19 febbraio 1899,

3) M., §60.
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o sia una funzione analitica qualunque; potremo dire cioé che con
p(4) intenderemo una delle determinazioni di X M, X—', essendo X
la trasformatrice di 4.

In particolare,
(14) X (@™ @) = A™ X(p)

si potra prendere come definizione di A™ per ogni valore di m,
scegliendo opportunamente la determinazione di X (1).

16. — Dalle cose dette nel §9, e dall’osservazione del §14 che
le operazioni commutabili con M, sono le moltiplicazioni, risulta che
se X & un ramo univoco della trasformatrice di A, gli altri suoi
rami saranno rappresentati da XM,, essendo u(x) una funzione
arbitraria. L’arbitrarieta del fattore M, fa s1 che, avendosi un ramo
X, della trasformatrice di A tale che sia X, (1) = «, bastera pren-
dere X, = X, M, per avere con X, un ramo della trasformatrice tale
che dia X, (1) = «. Bastera dunque che o«"sia nel campo di validita
di uno dei rami di X! per avere un ramo di X che applicato ad
1 produca la funzione «.

17. — Passiamo ora alla determinazione effettiva di X, suppo-
sta data la A. Applicando all’equazione (12) la derivazione funzio-
nale (%), si ottiene senza difficolta :

X" = (4% — 204 4 2»X,
quindi
X" = (A% — 32A? + 30?4 — %)X,

e cosl via. Ponendo

(A-mm==Aw~—nwAm—L+(Z)ﬁAm-h—."+4—-nmwm

il che, bene inteso, non & da confondersi colla m*™® potenza dell’o-
perazione A — x, si ha, per la‘derivata funzionale ms™2 della X,

(15) X0 = (A — a), X.

*) B in questo modo che in M., § 105 e seg., si ® definita la derivata
d’indice qualunque mediante un’equazione funzionale simbolica che si deduce, in
sostanza, dalla formula (14). Vedasi pit avanti, al § 26.

(*) M., §58.
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Fatto X (1) = o, da cui
X (1) = A™ (o) — maeA™ ! (&) 4 oo + (— )™ 2™ o,

viene, per la formula (!) che da lo sviluppo di un’operazione distri-
butiva in serie procedente secondo le potenze intere positive della
derivata,

X=X Q)p + X' ()¢ + —1—1—2 X" " + ...,

(1)  Xg)=ap+ (A —o)a.g + 5 (A —xyag” ..

Siccome poi per ogni serie di tale forma esiste un campo funzionale
di validita, costituito per lo meno dalle funzioni razionali intere, cosl
rimane dimostrata Desistenza di trasformatriei per ogni operazione
A . La multiplicita di determinazioni della X & poi rivelata dall’ar-
bitrarieta della funzione o« nella posizione X (1) = o ; il che & d’ac-

N

cordo con quanto & stato osservato al §16.

18. — Essendo « una funzione qualunque, le o, ax,ax?, ...
definiscono uno spazio funzionale che si puo chiamare intorno di o.
Quando un’operazione K ammette come radici le aa?, per i =0, 1,
2,..,m —1, ne consegue:

K (@)= K’ () = o = K™D () = 0,

e lo sviluppo di K in serie ordinata per le potenze di D comincia
col termine in D™. Quando poi K ammette come radici le aa® per
tutti i valori interi positivi di ¢, quello sviluppo cessa di avere si-
gniticato : in tale caso si potra dire che a & elemento singolare per
K, od anche che K & singolare per Pelemento o.

19. — Ora, le operazioni trasformatrici ammettono, in generale,
elementi singolari. A dimostrarlo, consideriamo la trasformatrice X
di un’operazione A, e sia w una radice di A4 ; inoltre, w appartenga
al campo di validitd di uno dei rami di X! (il che accadra in ge-

*) M., {63,
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nerale) per modo che X~ (w)=a. Si avrd allora (cfr. § 12):
X@a) = AX(o) =0, X(@*a)=AX(2a)=0, ..,
X@ma)==A4 X (@ 1a)y=0,

per ogni m intero. I’elemento xa & dunque singolare per X. In
quanto ad « stessa, esso da:

X@=o, X'(@)=—zwv, ., XO (@)= (—1)"a™w,

da cui, essendo @ un elemento dell’insieme S,
! wz n
X(O“I’)zw(QD—w‘P T15? —---)5

cioe, siccome la serie tra parentesi non & altro che la costante ¢(0),
Poperazione X fa corrispondere all’intero spazio ag, lo spazio ad
una dimensione cw, dove ¢ & una costante arbitraria.

La presenza di elementi singolari nelle operazioni trasformatrici
da, per cosi dire, un carattere di trascendenza a queste operazioni.
Infatti le operazioni di natura piu elementare fra le distributive
(come le forme differenziali lineari, le forme lineari alle differenze,
le sostituzioni, ecc.) non ammettono elementi singolari.

20. — Se X @& trasformatrice di 4, ed « non annulla X mentre
Pannulla ox, ox sarad elemento singolare di X. Infatti, dall’equa-
zione di definizione della trasformatrice :

X (@p) = AX(p)

segue, facendo ¢ = a, che X (a) & radice di A ; si ricade quindi nella
ipotesi del paragrafo precedente, ed X & singolare per elemento ax.

IV. — Alcune trasformatricl speciali.

21. — Ci proponiamo ora di dare alcuni esempi di operazioni
trasformatrici particolari. Cerchiamo anzitutto la trasformatrice del-
Poperazione di moltiplicazione M, . Dovendo essere

XM, X' =M,,
ossia
X (wp) = p(x) X(9) ,
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ne verra, indicando .al solito con X’ la derivata funzionale di X,
(17) X' ={u@—a}X.

Ora questa ¢ un’equazione differenziale simbolica appartenente
ad una classe di equazioni che io ho studiate e risolute in altri la-
vori (1), dai quali risulta che la soluzione generale dell’equazione (17)
¢ data da 18,, dove 1 & una funzione arbitraria ed 8, & Dopera-
zione di sostituzione di u () ad x [§4, ¢)]. Ne viene che la trasfor-
matrice di una moltiplicazione M, , all’infuori di una moltiplicazione
(la cui arbitrarietd risulta dal §16), ¢ la sostituzione corrispondente
8, . Reciprocamente, ogni sostituzione ¢ trasformatrice della molti-
plicazione corrispondente. ‘

22. — Cerchiamo la trasformatrice della derivazione. Essa sara
definita da

(18) XM, X-1=D od Xuap)=DX(p).

Ne viene che posto X(p) =1y, ed indicate le derivate con ac-
eenti, si avra

(19) Xp)=v, Xwp)=vy, X@*¢)=y",

In particolare, possiamo giovarci dell’arbitrarietd che rimane in
X secondo il §16, e porre X(1)=a«, dove o & una funzione arbi-
traria ; viene allora :

(20) Xl)=a, Xuo)=0do, Xo¥H)=ao", ..,
onde
(21) X(e"®) = a (x -} a) .
23. — La formula richiamata al §17 serve a darci lo sviluppo

della trasformatrice di D in serie ordinate per le derivate successive
dell’elemento ¢ ; posto X{u) = o, questa formula diviene :

(92 X)) =g (@ —0a)¢ o5 (0" — 206 o) ¢

(1) Sopra aloune equazioni simboliche, Mem. della R. Accad. delle Scienze di
Bologna, S. V, T. V, 1895. Cfr. anche M., § 65 e seguenti.



DI ALCUNE OPERAZIONI ATTE AD AGGIUNGERE KCC. (CAP. I) 107

ogni diversa determinazione di u ed o ci dard un ramo diverso della
N L]
trasformatrice di D . Esaminiamo alcuni speciali fra questi rami.

24. — a) Ponendo dapprima p =1, o= =, viene dalla (22):

x)?

l(‘P)_e“”(‘P'{“ a— ) ¢’ +_1*_2‘—(P”+---)a
e quindi per lo spazio funzionale S, sara:

X(p)= e @ (a).

Esiste dunque un ramo della trasformatrice di D che fa corri-
spondere a tutte le funzioni dello spazio S, una medesima funzione
moltiplicata per una costante, cioé uno spazio ad una sola dimen-
sione (!). Questo ramo ammette uno spazio di radici ad infinite di-
mensioni, cioé tutte le funzioni di S, per le quali & ¢ (a)=0.

b) Essendo u una funzione arbitraria, poniamo o = 1. Dalla
(19) viene

Xip)y=1, Xaup) = X@*p =..=0.

La wu sarda dunque un elemento singolare per la X ; c¢id pro-
viene dal fatto (§19) che questo ramo della X fa corrispondere a u
la radice 1 dell’operazione D. Applicando nuovamente a questo ramo
Pequazione di definizione (18), si ottiene, essendo a,, a,, dy, ... costanti
arbitrarie introdotte colle successive quadrature,

x°

22
X(—’Z—):x—{—ao, X(—’L—L~>=—1——:—§—|~ar0m-—|—ai, ey

71 N—2
X(lu)__ + 0 o 1)7—!—'“1 v 2)!—}—...—}-%_290—]—@"_1.

" (n —

Facendo u = 1/x, e prendendo eguali a zero le costanti d’inte-
.grazione, si ottiene una determinazione della X per la quale &:

(23) X (/e = a™(n — 1)!.

() & questa una delle operazioni aventi il massimo grado di degenerescenza
e che sono indicate colle lettere C mnei §§ 79 e seguenti del M,



108 SALVATORE PINCHERLE
¢) Ponendo invece pu =1, o =1/r, le (19) danno:
(24) X (@) = (— L nlfart?,
altro ramo della trasformatrice di D, pure degno di osservazione.

25. — La nota operazione funzionale che va s6tto il nome di
trasformazione di LAPLACE & una delle trasformatrici della deriva-
zione. Infatti, essa si pud definire () mediante due equazioni simbo-
liche, una delle quali & precisamente la (18). Essa puo anche defi-
nirsi come una trasformatrice di D, la cui aggiunta (*) & pure trasfor-
matrice di D (3). Fra i rami di X enumerati al paragrafo precedente,
quelli che soddisfano alle equazioni (23) e (24) sono appunto rami

della trasformazione di LAPLACE.

26. — Nel §15 abbiamo definito la funzione u(A) di una ope-
razione come risultato della trasformazione M, per mezzo della tra-
sformatrice di A. Se X ¢ trasformatrice della derivazione, la funzione
s (D) di D si potra dunque definire con

(25) XM, X1 =uD).

In particolare, essendo r un numero qualunque. la X " X—1 si
potra indicare con D", Vi e perd in questa posizione Parbitrarietd
dipendente dalla scelta del ramo di X che figura nella (25). Pren-
dendo in particolare per X la trasformazione di LAPLACE, ciod quella
che oltre alla (18) soddisfa anche a:

X Dp = —x X(p),

si trova con un calcolo facile che, posto Xa’X—1= 4, la A soddi-

*) U. Amarpy, Sulla trasformazione di Laplace, Rendic. della R. Accad. dei
Lincei, 8. V, T. VII, 1898,

(®*) V. la mia Nota: Sull’operazione aggiunta di una data, Rendic. dell’Accad.
di Bologna, 17 Aprile 1878,

(3) AmaLpI (loc. cit.) dimostra che Vaggiunta della trasformazione di LAPLACE
coincide colla trasformazione stessa. Reciprocamente, se si pone che una .trasfor-
matrice X della derivazione debba ammettere come aggiunta X una trasformatrice
della derivazione,la X dovrd verificare I'equazione X (wp) = D X(¢), insieme a
quella che si ottiene prendende l'aggiunta dei due membri della (18), che & (se-
condo la citata Nota sull’operazione aggiunta) X Dy =— f(qn) : ora queste due
equazioni sono appunto quelle che caratterizzano la trasformazione di LAPLACE.
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sferd all’equazione differenziale simbolica DA’ =rA, che ¢ quella
presa al §105 del piu volte citato Mémoire come equazione di defi-
nizione delle derivate d’indice qualunque.

27. — Ottenuta la- trasformatrice di D, & facile ottenere le tra-
sformatrici di operazioni commutabili con J), mediante la seguente
osservazione generale. Sia X la trasformatrice di un’operazione A4 ;
si ha:

XM, X1=pA.
Ma al §21 si & visto che
8, M, 8. '=M,,

onde
X8 My 87 X7 = p(A).

La trasformatrice di u(4) & dunque XS,. Se dunque X & tra-
sformatrice di D, e u(D) e un’operazione commutabile con D, la re-
gola precedente permette subito di trovarne la trasformatrice.

28. — In particolare, assumiamo la trasformazione di LAPLAOE
come trasformazione della derivazione ed indichiamola con L; essa
soddisfa alle due equazioni (§26) che la determinano :

Lixzp) = DIfp), LDp=—xI(p),
che possiamo anche scrivere
(26) LM, L*=D, L'M,L=—0D,

le quali esprimono che L & trasformatrice di D ed L—! di — D.
Consideriamo ora un’operazione della forma

K=1L8,.

Essa soddisfera a due equazioni che si deducono dalle (26); la
prima sara
(27) K M, K=" = (D),

ed esprimera che K & la trasformatrice dell’operazione u(D). In quanto

alla seconda, osservo dapprima che la trasformata di D mediante S;l
non & altro che il prodotto dell’operazione D per il moltiplicatore
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y(@) = p' (u_1 (@) (*), ciod
8'DS, =MD,

come si verifica subito. Cio posto, la seconda delle (26) da:

S7'D8,=—8S'L7 M LS, =—K MK,

e quindi

(28) K-'M,K=—M,D.

Se ne conclude che K—1 e la trasformatrice del prodotto della
D per il moltiplicatore fisso ».

- 29. — Di quanto precede si pud fare Papplicazione a due casi
particolarmente interessanti, il secondo dei quali ci dard quell’opera-
zione di cui si & fatto cenno nell’Introduzione al presente lavoro e
che permette (impiegando la terminologia del LAPLACE) il passaggio
dalla funzione generatrice alla sna determinante. Di queste opera-
zioni daro qui quel tanto che & necessario per le applicazioni che se
ne devono fare, proponendomi di riprenderle in un altro lavoro per
uno studio pitt approfondito.

Il primo caso si ottiene facendo nell’operazione K — LS, del
paragrafo precedente, u = 1/x. Indicando con B l’operazione cosi ot-
tenuta, si trova che per essa le equazioni (27) e (28) divengono :

(29) BM,B'=D-1, B-1M,B=a®D;

Poperazione B & dunque la trasformatrice di D—1, e la sua inversa
& quella di #* D. A questa operazione si potrebbe dare il nome di
trasformazione di BOREL, per l'uso sistematico che ne ha fatto que-
sto autore () per trasformare serie di potenze sempre divergenti in
gerie aventi un raggio di convergenza non nullo, o serie convergenti
in un cerchio di raggio finito in serie convergenti in tutto il piano.

(1) Con p_, (x) indico secondo una notazione usuale, la funzione inversa di
@ (x).

(®) Sur les séries de Taylor, Journ. de Math., 1896, Comptes Rendus, 14 dé-
cembre 1896 ; Sur les séries de Taylor, Acta Math., T. XXI, 1897, etc..
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Un ramo dell’operazione di BOREL si ha dal ramo di L (!) definito
dalle equazioni (23) e vale per uno spazio di serie di potenze posi-
tive di a; esso ¢ definito dalle eguaglianze :

(30) B (") = a"1/(n — 1)!;

un secondo ramo si ha invece dal ramo della L definito dalla (24),
e vale per serie di potenze negative di x; per esso si ha:

(31) B (1/a™) = (— 1/~ n /e,

Le equazioni di definizione (29) sono evidentemente soddisfatte
tanto colle prime formule che colle seconde, mentre esse permettono
di definire Poperazione di BOREL anche in spazi funzionali in cui le
(30) o le (31) non sono applicabili.

30. — 11 secondo caso particolare al quale vogliamo accennare
si ottiene facendo nell’operazione K= LS, e del §28, la funzione u
eguale ad ¢, Indicando con C 1 operazione cosi definita, le equa-
zioni (26) danno:

(32) OM,Cl=e¢"P, CTM,C=20aD.

L’operazione e? essendo quella che muta « in -+ 1 in una fun-
zione di x, cioé quella che viene ordinariamente indicata nel calcolo
delle differenze col simbolo 6, introdotto dal CASORATI, si avra, per
la prima delle (32), '

CM, 0 = 6.

Ora, loperazione che applicata ad una serie di potenze ne da il
coefficiente di 2® considerato come funzione dell’indice (), (o, in altre
parole, operazione che fa passare dalla funzione generatrice alla sua

(*) I vari rami dell’operazione di LAPLACE sono controdistinti dai diversi
spazi funzionali su cui porta Voperazione (efr. AMaLDI, Nota citata). A questi
corrispondono pure vari rami per 'operazione B studiata in questo paragrafo e
per VYoperazione C considerata nel paragrafo successivo, I'una e l'altra dedotte da
L. Sulla questione del come avvenga il passaggio da un ramo all’altro (passag-
gio possibile poiche basta uno dei rami a determinare l’operazione) non & qui il
Inogo di trattenersi.

(2) Considerata per esempio dal BOREL nella Nota dei Comptes Rendus del
12 dicembre 1898.



112 SALVATORE PINCHERLE

determinante) gode appunto delle proprietd espresse dalle equazioni
(32); e poiche queste equazioni determinano la ¢ come le (26) de-
terminano la L, cosl operazione in discorso e un ramo dell’opera-
zione C ora definita.

L’operazione C & la trasformatrice di 6—1, mentre la sua inversa
¢ la trasformatrice di #D. Da cio la sua prdprietz‘m, di trasformare
le equazioni differenziali lineari a coefficienti razionali in equazioni
lineari alle differenze pure a coefficienti razionali. Tralasciando per
ora di insistere sulle proprietd di questa operazione, mi limitero ad
indicare un ramo di essa, valido per lintorno della funzione espo-
nenziale. Se si pone

Ce™) = a® Fl(x),

. . . 1 .
dove F(x) rappresenta il fattoriale, cioé & uguale ad ————, si
I'@-41)
ha per ogni n intero e positivo, mediante applicazione della prima
delle (32),

O™ ) = ¢*~" F(x) a(x — 1)@ — 2) .. (® — n -+ 1),

e si verifica senz’alcuna difficolta. che in questo modo & soddisfatta
anche la seconda delle (32).

OAPITOLO II.

Operazioni normali.

I. — Operazioni nermali d’ordine nullo.

31. — Definiremo un’operazione distributiva applicabile all’in-
sieme 8§ delle serie di potenze, mediante le equazioni :

1) U™y = ap 2™, (n=20,1,2,..),

dove ag, @y ey @y, ... € Una successione di numeri dati. Una tale ope-
razione verra detta normale di ordine nullo ; un’operazione normale
d’ordine nullo & individuata dalla successione dei numeri a,, e le
varie operazioni che si possono fare corrispondere alle diverse suc-
cessioni verranno rappresentate colla lettera U, affetta o no da in-
dici. Per brevita, chiameremo operazioni U le operazioni normali di
ordine nullo.
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32. — Dalla definizione delle operazioni U risultano immedia-
tamente le seguenti proposizioni:

a) la somma di due o piu operazioni U & un’operazione U ;

b) il prodotto di due operazioni U & un’operazione U, e per-
¢io le operazioni U formano un gruppo;

¢) il prodotto di due operazioni U & commutativo ;

d) una funzione razionale intera a coefficienti costanti- di
pitt operazioni U & pure un’operazione U; e se indichiamo econ
I (uwy, tyy..,u;) una funzione razionale intera delle indetermi-
nate wu,, Uy, ..., 4, € poniamo '

U@ =aya", (1=1,2,...,7; n=0,1,2,..),
si avra :

(U, U, ..., U,) (@) = F (tt1n, Uamy oon s ) T

33. — Suppongasi tutti i numeri @, che figurano nelle (1) dif-
ferenti da zero. L’operazione U non ha allora radici nello spazio §;
la U1 & a determinazione unica in questo spazio, ed essendo

(@) U=t (@) = a"fa"

¢ essa stessa un’operazione U. Quando uno dei coefficienti, per esem-
pio a,, ¢ nullo, operazione U ha la radice a”; ’operazione U~—! e
allora a determinazione multipla, poiche si pud aggiungere ad una

sua determinazione la ca’, dove ¢ e una costante arbitraria. Se sono
nulli i p coefficienti :

Aryy Qrgyy ooy (h:p,

Poperazione U ammettera lo spazio di radici ad » dimensioni :

(3) 0 @t e & o+ ¢y 22,

colle p costanti arbitrarie ¢, ¢, ..., ¢y; € ad una determinazione di
U-1 si potra aggiungere la funzione arbitraria (3).

34. — Abbiamo visto al §32 che le operazioni U formano un
gruppo commutabile. Fra queste operazioni vi ¢ la xD), definita da:

U(l) —= 0 y U(m) =Ty ey U((Un) =N w’“, eee o
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L’operazione D ammette come sola radice in 8 la costante.
Ogni operazione U & commutabile con 2D ; reciprocamente, se ob-
blighiamo un’operazione A, defiuita nello spazio § dalle equazioni :

A(@™) = @ng + g @ - Qg @ s - @y 27 A ey

alla condizione di essere commutabile con aD, si vede facilmente
che questa condizione porta alla conseguenza che tutti i coefficienti
@y, devono essere nulli ad eccezione di a,y, e quindi che la 4 &
un’operazione U.

35. — Fra le operazioni del gruppo delle U si trova la sosti-
tuzione 8., definita da

S (™) = 2" 2,

Considerando, in queste uguaglianze, le z come un parametro
arbitrario, queste sostituzioni formano un sottogruppo oo! del gruppo
delle operazioni U ; si vede subito, posto z ==¢’, che questo sotto-
gruppo s8i riduce a quello delle traslazioni. Il sottogruppo S, con- -
tiene I'identita per z=1; si verifica poi facilmente che la sua tra-
sformazione infinitesima & Voperazione zD .

L’operazione 8, U si indicherd con U, e dalle (1) si ha:

(4) U, (2") = a, 2" a™.

36. — Formando le derivate funzionali successive di U, si
trova :

U @) =U@t) —aU@) = (a1 — an) "t
U" (@) = U’ (@) — & U (@) = (e — 2 s - ) 2742,
e cosl via. Analogamente :

U} (0%) = (412 — ) 2", U (@) = (g2 2 — 2 g 2 4 ) @74,
. . m .
U;m)(wn): O™ — My 2™ 1 ( 9 ) 2?72 (= 1) @, pa T,

37. — Qui sard conveniente usare le notazioni del. Calcolo delle
differenze finite, e indicare con 4 la differenza di una funzione della
variabile (o indice) n. Cosi 42, 43, ... saranno ordinatamente le diffe-
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renze seconda, terza, ecc., per modo che
Aay=tnp1— @y, A 0y=0nys— 201} s,

Con notazione analoga, si indicherd con 4,a, il binomio
@y412 — @y, ed in generale si porrd :

m m —
47 a, = Qntm M —m ptm—1 gm—1 ‘I‘

< (m )
-+ (2> Uppm—z "2 — o + (— 1) a, .
Potremo pertanto scrivere
U,(@™ =o' A, any ooy U (@) = antm AT a,,
ed in particolare

Ui)=aday, o, UVQA)=am 4" a,.

Richiamando ora la formula che da lo sviluppo di una opera-
zione distributiva in serie ordinata per le potenze di D (§ 3), avremo
per la U, lo sviluppo

o0 w'n n
(5) U, () = 2 Py 4, Ay « ‘P(n)?

n=0 M:

e in particolare, per 2z =1,
' x? 2 "
(6) Up)=ay,9p+xday. ¢ —|—md Ay " 4 .t

Mutando qui ¢(#) in @ (x/2), si ha per U(p) Valtra espressione:

% o am de(afr)
(M U(‘P)—»—ﬂig&%mw * -

(1) Considerando due operazioni U, U, date nella forma
7 7 7 S
U(@") = a, z", Uy(a") = a, x",
se ne ricavano le serie:

§ o m, Ul =3 T
D((})):Z'bnw(p~ ’ \@p) = no P,
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38. — I’operazione U & data, nello spazio S delle serie di po-
tenze, dalle equazioni di definizione (1); da queste risulta formal-
mente lo sviluppo (6). Limitandosi al punto di vista formale, si puo
dire che tanto le (1) quanto la (6) definiscono la U per ogni serie
di potenze. Si tratta ora di esaminare fino a che punto questo risul-
tato formale abbia un significato effettivo: si & percido condotti a
distinguere due casi, secondo che il sistema dei numeri @, introdotti
nelle (1) e tale che la serie X a,2™ abbia, oppure no, un raggio (non
nullo) di convergenza.

Nel primo caso, ogni serie ¢ =23 ¢, a® che abbia un raggio
non nullo di convergenza appartiene al campo di validita della ope-
razione U. Intendiamo con cio che tanto le (1) quanto la (6), appli-
cate alla serie @, danno risultato avente significato, ed 1 risultati
ottenuti per queste due vie coincidono. Infatti, per le ipotesi fatte,
essendo m, m', g, ¢’ numeri positivi finiti, si avra:

lan] <mgr,  |e ] <m g™,
onde :
| ea] < mm' g™ g™,

e la serie X ¢, a, 2™, ottenuta applicando la U alla serie ¢, ha un
raggio non nullo di convergenza. Inoltre, e

n
O T S T (4 [ RS P
cioe :

|47 ag| < m (1 + gy

dove
’

4
b=Ana0, anAnao

n

Formando il prodotto UU,, si avrd da una parte

UU @) =a, “;; z”,
dalValtra
U U, ( )=Zb”£ ™ con b = A"(a, a
1 @)= n T ¥ n = 0 %)

Sviluppando il calecolo, si otterra facilmente per questa via Despressione di

r . - . 4 )
A" (ay ap) in funzione di 4™ ay, 4™ a;, con m <<n.
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Di pit, se r & il raggio di convergenza della serie ¢, per tutti i

valori di « il cui modulo & minore di 5 7 si ha

2% '
!

™ (x)
n!

il termine generale della serie (6) ¢ dunque inferiore a

20 mom' (1 4 gy |o]
v ’

e qui basta prendere
7

7l <35 +9)

per rendere la serie (6) convergente assolutamente ed uniformemente.
T lecito allora, per un noto teorema di WEIERSTRASS, ordinare
il secondo membro della (6) per le potenze di x, e si ritrova
S ¢ a, 2. Ogni elemento ¢ di §, appartiene dunque al campo di
validita di U.

39. — Anche nel secondo caso, in cui X a, 4" ha raggio nullo
di convergenza, si pud assegnare uno spazio 8 contenuto in § e
costituente un eampo di validita per Doperazione U. Prendiamo, a
tale nopo, una successione di numeri k,, k,, .., kn,.. Dositivi,
decrescenti e soddisfacenti alle diseguaglianze

(8) by < mt*]|ay,l,

essendo m e ¢ numeri positivi arbitrariamente scelti. Dico che lo

PN

spazio 8 e costituito da tutte le serie
=23 c,a"

per le quali & |c,| < k.

Intanto, & manifesto che applicando le (1) ad una tale serie si
ottiene una serie di potenze a raggio di convergenza non nulio.
Considerando poi la serie (6), si nota che il suo termine generale e,
per |x| < r, inferiore a

9) ;—7:- | 4 2 |an_s| + (g) |us| e = |ag] L™ (),
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dove #(r) & la serie a termini positivi Zk,r". Per la derivata
nsima di questa si ha Pespressione

n“”( )
n

n+1)n+2

=k, + 04 1)kyp1 7+ 4274,

percio si avra, per essere le k, decrescenti e per » < 1,

7™ (r) ko
n! (1 — 1’

inoltre dalla (8) risulta

fn—1
kn ’

< m

[an| < m—;—:—, onde |ay_1| < m
n
e quindi :

n t 1y
]t () ] o ] <
Legpressione (9) risulta dunque inferiore a

m (t 4 1)y r»

e quindi, per r < 1/(t 4 2), al termine generale di una progressione
convergente. Sostituendo ora I’elemento ¢ nella (6), questa serie risul-
tera uniformemente convergente per |#| < r, e percid sard trasfor-
mabile in una serie di potenze che non potra differire da 3¢, a, 2”.

40. — Dalle considerazioni dei due paragrafi precedenti risulta
stabilito in ogni caso un campo §', contenuto enfro S, per il quale
¢ valida loperazione U definita dalle (1). Ma se si considera una
funzione non appartenente ad 8, ad esempio x° per o non intero
positivo, le formule (1) non saranno applicabili, e I’operazione U, in
quanto & definita da quella formula, non avrd alcun significato per
una tale funzione. Pero I’espressione (6), che in § coincide colle (1),
puo conservare significato anche fuori di S. Siamo dunque condotti
a considerare la (6) come definizione dell’operazione U in un campo
pit esteso di quello in cui valeva la definizione (1) originaria (§5),
e a dire campo di validita S” della U cosl estesa I’insieme delle
funzioni analitiche che, sostituite in (6), la rendono uniformemente
convergente in tutta un’area connessa nel piano della variabile z,
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quest’area potendo o no contenere il punto x = 0. Evidentemente
S’ fa parte di S”.

41. — Per dare subito un’applicazione di questa estensione del-
Voperazione U, supponiamo il sistema dei coefficienti a, tale che la
serie 3 A" ay.2" sia eonvergente in un cerchio di raggio |z| > 1.
Fatta allora ¢ (x) = x, la serie (6) diviene :

o — 1. (o—n+41
.(10) U(w@)=”g£o""“og(e 1.)2.?(,9...nn+ g

e per Dipotesi fatta sulle a,, la serie che qui figura nel secondo
membro & una funzione intera di o, tale da assumere i valori
Qoy Qpyeeey Quyooo Per g=0, 1, 2, ., 0, .. (). Sotto le medesime
ipotesi per le a,, si ha

U (log x) = aylogx 4 b,

dove
- An
b= 3 (—1p 0,
n
42. — La proprietd delle operazioni U di essere commutabili

con #D (§34) e che si conferma sulla serie (6), permette pure di
ottenere il risultato dell’operazione stessa in uno spazio piu esteso
di 8. Questa osservazione puo servire a determinare la forma, ad
esempio, di U (x¢); si ha infatti )

UlwDxe) = xD Ulx®),

ossia, posto U(we) = 1(x, o), viene

0
U(Q“”Q):wb'w“l(w’ 0, el=u_—,
da cui
i, )= a (o),

dove a(g) ¢ una funzione di ¢ che per i valori interi p = n prende
i valori a, dati nelle (1). '

(1) Essa coincide precisamente, come & facile verificare, collo sviluppo che si
ottiene formando per mezzo della formula d’interpolazione di NEWTON estesa al-
Vinfinito dal signor BENDIXSON (Acta. T. IX, 1886) la funzione di g che per
e=0, 1, 2,... assume ordinatamente i valori ay, a,, ag,....
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43. — La trasformata di un’operazione U mediante 1’operazione

\

C definita al §30 (operazione il cui effetto & di fornire la funzione
generatrice di una data determinante) ¢ un’operazione di moltiplica-
zione. Infatti, I’operazione C trasforma «D nella moltiplicazione
M, (§30) ed U & commutabile con xD. Inoltre, mediante una tra-
sformazione un gruppo commutabile si muta in un gruppo commu-
tabile (§10): onde il gruppo delle operazioni U, commutabile con
D, viene trasformato da C nel gruppo delle operazioni commuta-

bili eon M, , le quali (§14) non sono altro che le moltiplicazioni.

44. — Diamo per ultimo un’altra espressione delle operazioni U
pure fondata sull’osservazione che esse sono commutabili con xD .
Ricordiamo percid (!) che se A e B sono due operazioni distributive
commutabili ed A ha una sola radice nel campo di validita di B,
si ha per B uno sviluppo a coefficienti costanti ordinato per le po-
tenze intere e positive di A :

B=ly+h A+ kyA> + ...

Ne viene che un’operazione U, poiché & commutabile con D

che ha per sola radice la costante, ammettera uno sviluppo della
forma :

11)  Ug)=kyp+kaDo+k, oD’ ¢+ e+ k, 2D" ¢ + ...,
che non @ difficile ricondurre alla serie (6), ed il cui campo di
validita sara costituito dalle funzioni ¢ che ne rendono uniforme-
mente convergente il secondo membro. ‘

II. — Risoluzione di un notevole sistema
di infinite equazioni lineari ad infinite incognite.

45. — Lo sviluppo trovato nel paragrafo precedente per le o-
perazioni U permette di risolvere in modo- assai semplice un note-
vole sistema di infinite equazioni lineari ad infinite incognite, e

(4) Sulle operazioni distributive commutabili con una operazione data, Atti “della
R. Accad, di Torino, 23 giugne 1895,
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precisamente il sistema

(12) ko + kyn 4 ky 0?2 + o F k0t = ay,

(=0, 1, 2, 3,...),

dove ay,a,, .., Qy,... Sono numeri dati, e k,, k.., ko, ... inco-
gnite da determinarsi. V

Allo scopo, definiamo un’operazione U mediante le formule (1),
dove per le a, si prendano i secondi membri del sistema (12).
Avremo per questa U uno sviluppo della forma (11), in cui, facendo
@ = a", & poichd & D™ x"=n" ", viene immediatamente

Uw™) = (ky -+ ky 0+ ky n* + oo 4 &y w2 4 o0 2™,
onde

ko +kyn 4 kyn? 4 oo = ay.

Il gistema (12) sarad dunque risoluto quando si sia trovato lo
sviluppo sotto la forma (11) dell’operazione U definita da U(x")=a,a™.

46. — A determinare questo sviluppo osserviamo che si ha:
2D logm & = mlog"x, ..,x D" lognx = m!, z D" logm & =0,

dove con log™ x & intende la m®™® potenza del logaritmo. Sostituendo,
pertanto, nello sviluppo (11), a ¢ la funzione log™ x, si ottiene :

U(log™ &) = k,log™ & + m k, log™—! @

(13)
+m(m—1) klog"n2a+ ..t m!k,.
Ma dallo sviluppo di U sotto la forma (6), cioe
a/'g "
(6) U(¢)=bo+b1w¢+b2r§¢ + .y
in cui

n
by=1uay, by=4A"ay=a,—na,_; + (2)“"“2 — v F(—1)" ay,

dal quale segue immediatamente

a, = b, + nbl‘—}— (g) by + we + Dn,
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viene, sostituendo log™ x al posto di ¢,

- © b, 2" d*log™ x
(14) U (log™ x) = b, log’ w-{-ni e R

Si formino ora le derivate successive di log™ x, le quali hanno
la forma
d® log™ &
dz» ~ a*

—— (m pp1log™! x +

+ m (m — 1) puz log™* & + oo - ML Pru),

dove Pui, Pnay ey Pum SONO coefficienti numerici fra cui sono nulli
quelli per i quali & n < m. Sostituendo in (14) ed ordinando secondo
le potenze del logaritmo, viene:

U(log™ x) = by log™ & -

m—1

by, o
-+ 2 mm—1)..(m—h 1) Prngy '+phh+1 (h+1)'+ log™—" g,

11 confronto di questo sviluppo con (13) da:

ko =10y,

b b
ky =py by +1921“2—2§‘+1031 = -+

’Iib

_ m+z
km ——_pmm +pm+1 m m+1 +19m+2m m—}—9 "'{"

¢ queste formule risolvono il sistema. La validita degli sviluppi (15)
¢ subordinata alla condizione che log™ x si trovi nel campo di vali-
dita dello sviluppo di U sotto la forima (16).

47. — Le formule (15) c¢i danno le %,, k,, k,,... in funzione
delle &,, b, b,,..., di cui & nota Pespressione in funzione delle
Gyy @y, Ay, ..., € viceversa. Si possono quindi prendere come arbi-
trarie le b, al posto delle a,. Si faccia in particolare b,= 2", onde
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a, = (1 4 2)*, e lo sviluppo (6) diverra:

U(qo'—qo-l-zwqo—l- <p”—|—

ossia, supposto # non singolare per.¢ e inoltre z abbastanza piccolo,

U@p) =9 @+w2.

Preso « diverso da zero, log™ z si trova dunque nel campo di
validita di questa U, e la (14) non & altro che lo_ sviluppo di
log™ (x -+ ® 2) in serie di potenze di 2. Ma si ha

log™ (x + x 2) = log™ @ + Z ( >log (1 + 2).log™* .

Paragonando con la (13) viene
kp, == h n log" (14-2)

e poiche i coefficienti numerici psn, paysr,... sono indipendenti dalla
scelta delle b, , risulta che essi non sono altro che i coefficienti dello

1
gviluppo di W logh (1 + 2) in serie di potenze di 2. Da quanto pre-

cede si conclude aneora che le serie dei secondi membri delle (15)
sono convergenti e risolvono il problema se le b, sono tali che 3 b,
converga in un cerchio di raggio maggiore di uno La soluzione del
problema proposto al §45 si ha dunque nei seguenti termini:

Abbiast il sistema di equazioni lineari, melle infinite incognite
koy kyy gy

ko4kyn+kyn® o =ay, (=0, 1, 2,..),

e le a, siano tali che, fatto b, == A"a,, la serie X b, t" risulti con-
vergente in un cerchio di raggio maggiore dell’unitd. I valori delle
incognite sono dati da

b
ky, = Pm,m “;}ﬁ‘ “I" Pmt-1,m (m :nl_+1 +

. . . . .1 .
dove pm., é il coefficiente di 2* nello sviluppo di p log™ (1 4 2) in

serie di potenze di z.
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48. — La risoluzione del sistema (12) mediante le (15) da anche
la soluzione di un’altra questione. Riprendiamo i due sviluppi (6) e
(11) dell’operazione U. Ammettendo ancora che X b,?* abbia un rag-
gio di convergenza maggiore dell’unita, dalla (6) si avra:

Ulae) = bo+big+b2(g>+...§xe,

e la serie

) =Dy by o+, (§)

& convergente assolutamente ed uniformemente in tutto il piano g
e quindi & sviluppabile in serie di potenze di p. Ma questa serie si
ha immediatamente facendo ¢ = 2¢ nella (11), che diviene

Ulw?) = (kg + ky 0 + by 0* + .) a2

Si trova dunque che fra le b, ed i coefficienti dello sviluppo di
a(p) in serie di potenze di ¢ passano le relazioni (15).

Taleche fra i coefficienti k, dello sviluppo di wuna funzione tra-
scendente intera in serie di potenze di o ed i coefficienti b, del suo

sviluppo in serie di fattoriali (i) passano le relazioni (15), equiva-

lenti alle

Ty by - ey m2 ..o = b, —}—nbn_l—{-(;)bn_z + b,

III. — Operazioni normali d’ordine superiore.

49. — Diremo operazione normale d’ordine m Voperazione distri-
butiva A definita, nello spazio § delle serie di potenze, mediante
le equazioni :

A (") = (tno - Gy @ -+ Qpz 2° + oo T+ Gy ") o,

n=0,1,2,..).

(16)

Questa operazione si esprime mediante una serie ordinata se-
condo le potenze del simbolo di derivazione, nel modo ricordato al
§ 3. Indicando con A™ a,, la differenza finita mpima

' m
A Gy = iy — M0ty g - (2) sy — e - (— 1y dir
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lo sviluppo in serie di A si ottiene immediatamente sotto la forma:

- o] mﬂ’b
(17) A(p)= 750 al A (g + oy @ oo = Agm 4™) ‘P(mf
50. — L’applicazione termine a termine dell’operazione A ad

una serie di potenze ¢ (x) =2 k,a™, astraendo per ora dalla que-
stione della convergenza, da, ordinando il risultato per le potenze
di z,

A (@) = 2 gn 2" =y (1),

dove i coefficienti ¢, sono legati ai k, dalle relazioni:

Yo = oo Ky

go=a, k +ayk
(18) 1 10 # o1 %o

Gn == lno kn "l" Up—1,1 ku—y + Up—2,2 ks + oo "‘_ Up—m,m kp_me

Ora, la dipendenza espressa da queste formule fra i due sistemi
di coefficienti k, e gn, ¢ un’operazione distributiva che indicheremo
con P, e precisamente una forma lineare alle differenze d’ordine m
applicata alla funzione %k, dell’indice n. Questa operazione & non e
altro se non la trasformata di' A mediante ’operazione C definita al
§30, ciode @ = 0 A 0—. Usando il simbolo 6 di CASORATI, la forma

& si scrive :

b = (179} —|— Ap—1,1 61 -I— Ap—32 02 + vos + Ap—mm,m 0—™,

51. — La somma di due operazioni normali del medesimo or-
dine & una operazione normale dello stesso ordine. La somma di due
operazioni normali di ordine diverso ha Vordine di quella di ordine
maggiore.

52. — 11 prodotto di due operazioni normali degli ordini m ed
m' & una operazione normale dell’ordine m - m'. I’insieme delle o-
perazioni normali forma dunque un gruppo; non forma invece un
gruppo, eccettuato per il caso di m = 0, I’insieme delle operazioni
normali di un dato ordine.

53. — Cerchiamo se un’operazione normale pud ammettere radici
nello spazio 8. Si dovranno percio determinare valori di kg, %, ,..., k..
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tali che sia:

oo kg =10,

tyo by + o kg =10,

. . . . . .

o Ky ‘I‘ Ap—1,0 kn—y 'l_ ooe + Ap—mm,m kpn=20, _

(19)

il che richiede che sia nullo almeno uno dei coefficienti a,,. Suppo-
nendo tutti i coefficienti a,, differenti da zero, come faremo d’ora in
avanti, 'operazione A & una operazione non degenere mnello spazio S,
e quindi in questo spazio la sua inversa A-1 & a determinazione
unica.

L’equazione generale del sistema (19) & la @ = 0. Si puo sod-
disfare a questa equazione, dal valore » = m in avanti, dando va-
lori arbitrari a kg, k,, ..., km—;, € si ottiene cosi una serie di potenze
w per la quale 4 (w) si riduce ad un polinomio razionale intero ar-
bitrario di grado m — 1 in 2.

54. — Consideriamo in particolare un’operazione normale di
primo ordine definita da :

(20) A (2") = (a, — by x) 2™
Per essa le formule (18) divengono :

go = o ky ,

<(21) 91 =a,k — bk,

. . . . . . . . .

In = Qy k1 — bn—-l kn—l )

ed il sistema dei coefficienti k, per i quali A () si riduce ad una
costante (che si pud senz’altro prendere uguale all’unita) &, ferma
sempre lipotesi (§53) delle a, diverse da zero,

bo b, «rr b

)
@y Oy wee Ay Ay,

(22) -

in altri termini, la serie di potenze (della cui convergenza ci si oe-
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cupera pit avanti)

1 b b, b
(23) o @)= — 4 % g | 01
ay | aga, o @y @ Ay

a?
¢ la soluzione, nello spazio 8, dell’equazione A (p)= 1.

55. — T possibile dare una scomposizione delle operazioni
normali sotto forma di un prodotto i cui fattori sono in parte ope-
razioni normali d’ordine nullo, in parte moltiplieazioni per binomi
della forma 2z — «. Cominciando dalle operazioni del primo ordine,
dico che, se A & una tale operazione definita dalle (20), si pud scom-
- porla nel prodotto

(24) A=TUM,_,U,

dove U, U, sono due operazioni normali di ordine nuilo, ed M, .,
secondo la notazione stabilita al §4, & la moltiplicazione per il bi-
nomio z — x, essendo z un numero arbitrario. _

All’uopo scriviamo le equazioni di definizione (1) delle U, U,
nella seguente forma :

U (./l»‘") J— _pn xn, U1 (T") — qn 1’77’;
ne viene, dalla (24),

A (%) = pa (2 @u — Qut1 ®) 2°;

ora, scrivendo che queste relazioni coincidono colle (20), avremo

ZPnQn = Qny Pn Qnt1 = bn7
che servono a determinare le successioni p,, ¢,. Si ottiene

b, b, ... b—
N — g om0 01 e Onm1

( ) QW qo & a/o C(/1 con a’n—l ’
e da questa

(26) lpn = e KL

Qo e by by v by

In tal modo & operata la scomposizione dell’operazione di primo
ordine A nella forma (24). I sistemi di numeri p,,q, sono determi-
nati all’infuori della costante arbitraria g,. Si noti infine che la serie
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w(x) che soddisfa alla A(p)=1, dipende dai soli coefficienti della
U, poiche la (23) si pud scrivere facendo ¢, =1/z,

1 x x?
27 )y —=— 4+ — -+ —— v o
(27) (@) Py +]71Z+]0222+

56. — Una decomposizione analoga alle (24) & possibile per ogni
operazione normale d’ordine qualunque m. Dimostriamo dapprima che
essendo A un’operazione normale d’ordine m, si pud determinare
un’operazione normale Y d’ordine. m — 1 ed un’operazione U d’ordine
nullo in modo tale che sia

A=YM,_,U,

dove z ¢ un numero dato. Sia infatti A definito dalle (16); Y sia
definita dalle

Y(z™) = Yuo ~+ Ynr oo+ Y @) 2
ed U dalle
Ula™) = a™/qy ,
dove y,, e ¢, sono da determinarsi. Verra

]

x
YM, U@ = “q““ 2 Yno + (@ Yn1 — Ynt1,0 © +

‘+‘ (z Yno — yn+1,1) m?' + oo T ?/'n—{-—l,m—l) o ’

scrivendo ora che queste coincidono con le equazioni (16) che defini-
scono le A, si dovra porre :
/& Yn,0 = {n On,o,

® yn,l‘ — Yni41,0 = Qn On,1y
(28)

T Ynm—1 — Ynt1,m—2 = qn An,m—1y

— Ynt1,m—1 =— Gn Ap,me
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Dalle m prime fra queste relazioni si deduce subito :

n Gno
[ Yno = Jl_z_’i_ ,
- qn Any Qn—}-l a/'n—«H,o
(28') Yn1 e -+ pe> ’
In Cpom—1 | Qo1 Opg1m—2 Indm—1 @ntm—1,0
Ynm—1 = A + LnBeis SRl ']L —l" s ntm —

z 2?
e quindi dall’ultima :

(29) Aptm.,0 In-tm '+‘ & Aptm—1,1 Q’/L-I-m—l + eee + gl Apt1,m—1 Q'n—-l—l +
"_zma’n,m%t:()-

Ora questa & un’equazione lineare alle differenze (!), dell’ordine
m, che determina g,; oftenute queste, si hanno dalle (28') le yuy,
Yny ++ y Ynm—1 in funzione delle a,; ed & quindi operata la scompo-
sizione cercata.

In questa scomposizione intervengono m costanti arbitrarie, intro-
dotte dall’integrazione dell’equazione (29): come tali si possono pren-
dere, ad esempio, i valori iniziali g, ¢1y ... , gm—1 del sistema delle g;.

57. — R facile ora dimostraré che Doperazione normale A di
ordine m e decomponibile in un prodotto della forma :

(30) A=UnMy Uny My, oo Uy M,

1

—1 —% U0>

dove Uy, Uy, ..., U, sono operazioni normali d’ordine nullo, e z,,
25, v 9 2 SONO numeri dati. Infatti, per il caso di m =1 il teorema
& gid stato dimostrato al §55. Supposta vera per lordine m — 1, la
proposizione si estende immediatamente al caso dell’ordine m ; infat-
ti, se A & dellordine m, essa si scompone, per il paragrafo prece-

dente, nella forma
A= YMZl—fv 07

(1) Si noti che questa equazione (29) coincide colla @ =0 del § 50; basta
cambiare ¢, in ¥, 2" ; Pequazione che determina il sistema ¢, non & dunque altro
che quella che si ottiene ugnagliando a zero la trasformata C 4 ™1 di 4 me-
diante Voperazione C del § 80.
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ma per Y vale la scomposizione

Y= UM, .. U,

onde, sostituendo, si ottiene A sotto la forma del prodotto (30). Le
arbitrarie che si introducono in questo modo sono m (m - 1)/2.

Inoltre, dalle formule (30) si ha immediatamente la decomposi-
zione in prodotto dell’inversa di 4, cioe:

(31) AT = U Mgy U7 e Ui Mg Ui
58. — Preso U, in modo che sia

Ula™) = @™/ qn,

dove ¢, ¢ un integrale della (29) cioé della equazione @ = 0, il me-
todo del §56 permette di determinare la Y. Come applicazione, se

abbiamo ad esempio I'operazione normale di secondo ordine definita da
A@™y = (an + by ¢ + ¢, 2®) 2,

e poniamo M, _, U, = A, U, M,_, U, = A,, fissato integrale dell’e-
quazione

D = Gt Guyz + 21 bt Gug - 21 Cn g = 0,
che compare nelle equazioni di definizione di U, resta determinato
A,, ed allora le equazioni (28) del §56 determinano A, senza ambi-

guita. Essendo 4 = A4, A, si pud dire che si & cosl ottenuto il quo-
ziente (a sinistra) di 4 per A,.

CAPITOLO III.

Uso delle operazioni normali nel togliere singolaritia alle funzioni.

I. — Il teorema di Hadamard. Operazioni semplici.

59. — Stabiliamo dapprima due notazioni che, per mglone di
brevitd, useremo in cio che segue:
a) Con [a]| indicheremo il cerchio del piano della variabile «,
il cui centro & nel punto =0 ed il cui raggio & |a].
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b) Quando cid non possa dare luogo ad equivoci, colla stessa
serittura a(x) si rappresentera tanto una serie di potenze di #, quanto
il ramo di funzione che nasce dalla continuazione analitica di questa
gerie in tutta la stella di centro (!) che le compete.

60. — Ricordiamo ora un importante teorema recentemente dato
dal Signor HADAMARD (?). Esso si pud enunciare come segue:
« Date le serie di potenze

a(@) =2 ap a™, @r)=2k,a",
la serie
w(w) = 2 ay ky 2*,

rappresenta una funzione analitica che ha per punti singolari quelli
soli della forma o = u, v,, essendo u, i punti singolari della funzione
analitica definita da «(x) e v, quelli della funzione definita da g(x). »
La dimostrazione di questo teorema, fondata sulla considerazione
di un integrale definito curvilineo, & stata poi ripresa, semplificata
ed in qualche punto completata dal Sig. BOREL (3) il quale fa anche
rilevare che se si riguarda la funzione a(x) come fissa, la ¢(x) come
presa arbitrariamente nellinsieme S, la vy (x) si puo rignardare come
risultato di un’operazione distributiva determinata, individuata da
a(x) ed applicata a @(x). Poco dopo, io ho notato () che questa ope-
razione & di quelle che nel presente lavoro si sono dette normali
d’ordine nullo, ed ho anche indicato come alla dimostrazione del teo-
rema di HADAMARD si potesse giungere senza fare uso della consi-
derazione di integrali curvilinei. !

61. — Data la serie, di S,

(1) ofx) = ..;Jo an 2",

n=0

si pud, mediante i swoi coefficienti «,, definire un’operazione U
ponendo

(2) U™ = a, ™.

(1) Secondo la definizione del MITTAG-LEFFLER, Acta, T. XXIII, p. 47.

(*) Comptes Rendus, T. CXXIV, p. 492 (1897)); Acta Math., T. XXII, p. 55
(1898).

(3) Bulletin de la Soc. Math. de France, T. XXVI, p. 238, 1898,

(*) Rendiconti dell’Accad. di Bologna, 19 febbraio 1899.
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Applicando quest’operazione alla serie ¢ = X'k, 2", si ottiene
come risultato la serie

(3) Ulg) = v (2) = = dn I, a7,

pure appartenente ad S, e le cui singolaritd in tutto il piano sono
nei soli punti indicati dal teorema di HADAMARD ora citato (non
essendo perd escluso che, in casi particolari, qualeuno di questi punti
possa anche non essere singolare).

62. — Cid posto, ci occorrerd considerare operazioni U per le
quali la funzione a(x) che serve a definirle — si noti che &
1
)= U —
o () ( 1 ov)

gia particolarmente semplice. Supporremo cioe che la funzione a(x) non
abbia a distanza finita che il solo punto singolare x =1, per modo
che togliendo dal piano il prolungamento . del segmento 0...1, da 1
fino all’infinito, nel piano cosi tagliato la a(x) rimane priva di sin-
~ golarita. Quando & tale la funzione a(@), dird semplice Voperazione
U corrispondente.

63. — Un’operazione semplice ha le seguenti proprieta :

a) Applicata alla funzione ¢(x), genera, per il teorema di
HADAMARD, una funzione che & singolare al pi nei punti stessi
dove lo & ¢ ().

b) Il prodotto di due operazioni semplici & un’operazione sem-
plice, cosicche queste operazioni formano un gruppo.

Dimostreremo, nel paragrafo seguente, come esistano operazioni
U semplici insieme alle loro inverse. Per tali operazioni si hanno
le proprieta seguenti :

a) Applicandole ad una funzione @(x) si genera una funzione
singolare in tutti e soli i punti in cui & singolare ¢(x): tali opera-
zioni, nelle funzioni alle quali si applicano, non possono dunque
ne aggiungere ne togliere singolarita.

b) Le operazioni semplici insieme alle loro inverse formano
un gruppo.

64. — Per mostrare Vesistenza di operazioni le quali sono sem-
plici unitamente alle loro inverse, consideriamo la forma differenziale
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lineare, d’ordine arbitrario m,

, 2? ” ™
4) F(p) == by @ 4= by & @'+ by 75 #" ~+ oo = b @
Questa forma ci da un’operazione U per la quale &

U@y = a,, «",
con

tw =ty ()b (1) B

le @, sono cioe polinomi razionali interi di grado m rispetto all’in-
dice n. Reciprocamente, ogni U le cui a, sono tali polinomi si riduce,
come risulta dalla formula (6) del §37, ad una forma differenziale
lineare del tipo (4). Supponiamo ora che le a, siano diverse da zero

per ogni valore intero positivo o nullo dell’indice. Sicecome la F ( i x)

¢ una funzione razionale con il solo polo x =1, la F & intanto un’ope-
razione semplice. Inoltre, poiche le a, sono diverse da zero, risulta
dai principi generali della teoria delle equazioni differenziali lineari
che Vequazione

ammette una soluzione regolare nell’intorno di # = 0, e che non ha
gingolarita a distanza finita altro che nel punto z = 1. Cio equivale

a dire che ¢ tale la funzione U—l( ), cioé che U~! & un’ope-

razione semplice. La (4) definisce dunque un’operazione semplice, in-
sieme alla propria inversa. '

65. — Dimostrato nel paragrafo precedente che sono semplici
insieme alla propria inversa quelle operazioni U in ecui a, & funzione
razionale intera dell’indice, ne viene che sono tali anche le opera-
zioni in cui 1/a, & funzione razionale intera dell’indice. EE poiche le
operazioni che ammettono la proprieta indicata formano un gruppo,
concluderemo :

Ogni operazione U, definita da U(x") = a, 2", dove a, € una fun-
zione razionale intera o fratta dell’indice n, non nulla né infinita per
valori interi positivi dell’indice stesso, é un’operazione semplice ed é
tale la sua inversa.
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66. — Ho chiamato () funzione analitica semplice una funzione
che a distanza finita & singolare in un solo punto, ad esempio = 2
(2 differente da zero) per modo che togliendo dal piano il prolunga-
mento da z all’infinito del segmento O ... 2, la funzione si riduce re-
golare ed uniforme nel piano cosi tagliato. Ogni tale funzione da
luogo ad una operazione semplice: se infatti = a,a™ & lo sviluppo
della funzione nell’intorno di x = 0, Poperazione semplice in discorso
& definita da

U™ = a, 2" o™

II. — Uso delle operazioni normali di primo ordine per togliere singolarita.

67. — Un’operazione normale di primo ordine & definita nello spa-
zio § dalle relazioni, dove le a, sono tutte diverse da zero,

(5) Ax™) = ay, * — by, "1

abbiamo poi dimostrato (§55) ehe ogni tale operazione si pud porre
sotto la forma

(6) A=UM,,U,
dove U, U, sono operazioni normali d’ordine zero definite da
Ua") =pna, U (0")=qma"

Nel presente articolo, daremo le proprieta di quelle operazioni A
per le quali & possibile una scomposizione nella forma (6) tale che
U ed U, siano operazioni semplici (§ 62), esse e le loro inverse: pro-
prieta che conducono a risultati non indegni di nota cirea le sin-

golarita isolate delle funzioni analitiche.

68. — L’operazione A applicata ad una funzione analitica re-
" golare mell’intorno [v] di # = 0 genera una funzione analitica rego-
lare almeno in quello stesso intorno. Cid consegue immediatamente
dalla forma (6) dell’operazione A e dall’essere U, U, operazioni sem-
plici. Ci proponiamo ora la seguente questione :

(%) Rendiconti della R. Aeccad. dei Lincei, 16 marzo 1890.
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Posto A(p)= vy, se ¢ & una serie di potenze il cui cerchio di con-
vergenza & [r], pud v appartenere ad S, (1), e sotto quali condizioni ?

La risposta a tale questione forma loggetto dei seguenti pa-
ragrafi.

69. — Poiché ogni costante appartiene ad S,, cominciamo dal
considerare I’equazione funzionale

(7) Ap)=1,

dove @ & la funzione incognita. Una soluzione della (7) e data al
§55: essa & rappresentata dalla serie

2 —X

® H— et = v (1),

e poiche le a, si sono supposte tutte diverse da zero, questa solu-

zione & unica nello spazio 8. Ora, poiche U soddisfa alla condizione
d’essere semplice insieme alla sua inversa, ne viene che la serie

2_.
pn

converge entro il cerchio [1] ed ha snlla circonferenza il solo punto
singolare # = 1; onde w(x) ¢ regolare entro [2] ed ha sulla circon-
ferenza il solo punto singolare ¥ = z. Questa serie w(x), che rap-
presenta una funzione analitica semplice, serve a rispondere afferma-
tivamente alla domanda posta in fine del § 68, poiche la serie stessa

w converge entro [2], mentre A(w) appartiene ad S..

70. — Si osservi che il fattore simbolico U, della A non ha al-
cuna importanza per la risoluzione dell’equazione funzionale (7): ri-
soluta cioe per loperazione M, , U, essa & risoluta per ogni opera-
zione U; M,_, U, essendo U; un’operazione qualunque d’ordine nullo.

Si osservi ancora che per avere la soluzione generale dell’equa-
zione (7), basta aggiungere ad w una radice qualunque di 4 ; que-
ste soluzioni non verranno perd considerate per ora, poiché ci limi-
tiamo qui alla considerazione di funzioni appartenenti ad § e, come
si & gia notato, A non ha radici in 8.

(!) Ricordiamo che si & convenuto, al § 1, di indicare con §, l'insieme delle
serie di potenze il cui cerchio di convergenza & superiore a |z|.
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71. — Poniamo ora la seguente definizione. Due serie di po-
tenze ¢ = 3 k, o™, ¢, = 3 k2", aventi lo stesso cerchio di conver-
genza [r], si diranno egualmente singolari sulla circonferenza (!) di
quel cerchio, quando esista una costante ¢ tale che la serie ¢ — ¢ ¢,
abbia un cerchio di convergenza maggiore di [r], cioé appartenga
ad S,. )

La condizione affinché ¢, ¢, siano egualmente singolari ¢ che
esistano due numeri positivi m ed +/, con ' > |r| e tali che sia, da
un valore », di » in poi,

[Ty — ¢ 1| < - )
/a

T chiaro che ogni operazione U semplice insieme alla sua in-
versa, trasforma due serie egualmente singolari in due serie egual-
mente singolari.

Si ha immediatamente che due serie egualmente singolari con
una terza sono egualmente singolari fra loro.

72. — Se ¢(x) & una serie di potenze convergente entro [2] ed
egualmente singolare sulla circonferenza colla soluzione w dell’equa-

zione (7), A(p) appartiene ad S,. Infatti, esiste per ipotesi una co-
stante k tale che

p=kow-+o,

dove p & una serie di S,; ne viene

Alp) =k + Alo),

e siccome A(p) appartiene ad S,, la proposizione & dimostrata. Que-
sta funzione @(x) risponde dunque alla questione posta al §68.
Reciprocamente, tutte le funzioni che rispondono a quella que-
stione sono egualmente singolari con w, e quindi fra di loro. Sia in-
fatti @ una serie di potenze avente [r] per cerchio di convergenza,
ed A(p)=¢ appartenga ad 8,; vi apparterra anche U; Y o) = o1,

(!) Quando cid non possa generare equivoco, si ometteranno le parole: sulla
circonferenza. La definizione di serie di potenze egualmente singolari & stata in-
trodotta in una Nota che ho pubblicata nei Rendic. dell’ Accad. di Bologna (30 gen-
naio 1898),
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e si avra:

p=A"()=U""Myes) Ul (@=TU"" (;‘_Q_"ij_x) .

Per Vipotesi che U—! & operazione semplice, risulta da questa
ultima eguaglianza che @ e g,/(z— x) sono singolari negli stessi
punti ; ma ¢ non converge oltre il cerchio [r], mentre p, converge
entro un cerchio maggiore, percid deve necessariamente essere |r| =
=|z| e g, o, appartengono ad 8,. Cid posto, o, convergendo in un
cerchio maggiore di [2], viene

01 (%) = ¢y () + (¢ — @) 0y(®),

dove anche g, appartiene ad Sz..Ne risulta

1
p=U"1(g, () + 0, () U™ (z — —);

x

ma U—1(g, (x)) = g4 (), dove o, appartiene ad S,; inoltre &

w(w):zU"1< 1 ),

2—u
onde, indicando con ¢ la costante z g, (¢), viene:

p=¢g3+cw,

cioé @ ¢ singolare come w, c¢. d. d. .
"

73. — Dai paragrafi precedenti risulta che, data un’operazione
normale di primo ordine i cui fattori U, U, siano semplici insieme
alle loro inverse, resta stabilita una speciale singolarita nel punto 2,
singolarita definita dalla serie

wx)= U1 (—i~) = g a

R—x __n=0 Pn a1’

la quale serie definisce una funzione regolare in tutto il piano ta-
gliato sul prolungamento del segmento 0 ...z, fra 2z ed oo. L’opera-
zione A ha la proprietd di fave sparire la singolarité cost definita ;
cioe, se ¢ & regolare in [z2] e singolare sulla ecirconferenza come w,
A (p) & regolare oltre [2]; e, reciprocamente, ogni funzione la cui
singolarita & tolta da A risulta singolare in z come lo & la w.
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Inversamente, data una funzione semplice

wn

col solo punto singolare z a distanza finita, la funzione 3 a7/p, sara
semplice con il solo punto singolare © = 1, e per il teorema di HADA-
MARD sard tale, in generale (!), anche X p,a” In tale caso U, de-
finita da

Ulx™) = pn 2™,

sard un’operazione semplice insieme alla sua inversa, e la singolarita
della w (x) sara tolta dall’operazione di primo ordine 4 =M, , U.

74. — Ricordando le relazioni date al §55 fra le a,, b, coeffi-
cienti delle A(x"), e le pu,q, coefficienti rispettivi in U(as™), U, (&™),
le quali relazioni sono

(9> TPnn = 0Qun, PnGny1 = bm

si trova che la serie w(x), che da il tipo delle singolaritd che 1’ope-
razione A & suscettibile di togliere, si scrive:

(10) w(x) — 2q, 2 |

75. — Applicando Poperazione A ad una serie di potenze ¢ (x) =
= X k, ", si ottiene una serie di potenze vy (¥) = X ¢, «" i cui coef-
ficienti ¢, sono legati ai k, dalle relazioni .

o = ko Aoy Gn = Oy, k, — bn_1‘ by .

La ¢, ¢ dunque data dall’applicazione di una forma lineare alle
differenze del primo ordine sulla funzione di n, k,; indicando questa
forma con

(11) IT (kn) = t o — Dy Kouy,

essa ¢ (§90) la trasformata di A mediante l’operazione C definita al

(!) BOREL, Nota citata del « Bulletin de la Soc. Mathém, », introduzione.
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§30, ciod II= C A 0-1. Sostituendo alle ay, b,, le loro espressioni
(9) nelle p,, gn, la II si scrive ancora

(12) H(kn) = Q’n (pn 2 kn _pn—l kn-—l)'

76. — Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una serie di
potenze ¢(x) = 3 k, 2", di cui [2] & il cerchio di convergenza, sia
singolare come w(x) sulla circonferenza, & che, per i valori dell’in-

dice n superiori ad un numero dato =, sia

Pa m "
<Tep

13
13) Pnt1 %

k’n - kn—}-l

essendo m ed 5 due numeri positivi ed » < 1; oppure, cio che torna
lo stesso, che sia, per n > n,,

n
Pn
LY T
‘/ pn—l—l L

(13)

1
<a << m i
la condizione (13) equivale ancora alla diseguaglianza

by,
Qpt1

m n"

7
<
=]

(13”) -

La condizione enunciata & necessaria. Infatti, sia @(x) singolare
come (x) .sulla circonferenza del cerchio [z]: esisterda un numero ¢
tale che

P(x) — ¢ w(@)
sia una serie g(x) di 8,; il coefficiente di o in g(x), cio®

o Do by bus
@y Oy oo Gy

k, — y

sara, in valore assoluto, inferiore ad un’espressione della forma

my gt "
W’ 5 < 1; percio sara anche

b, b, ..0, M, N
'k““—ca?zi a ool
0@y oo Anp K4
e quindi
bn (my 4 my) g
- LT My
Qg1 1 | < || ’

che equivale alla condizione (13”), cioe alla (13).
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La -condizione & sufficiente. Se infatti i coefficienti %, della serie
@(x) = 2k, x" soddisfano alla (13), ne verra

) M | Pn ”
Ipn kn — & Pat1 ;Cn—{-l l < -"nﬂ—,:_li'l‘ )

/ , )
e poiche la serie X f—}m" converge entro il cerchio [¢], la serie
2

1/)(9“') =23 (pnln — % Pnt1 kn+1) "

convergera in un cerchio maggiore, cioé apparterra ad S,. E siccome
la serie y(x) non differisce sostanzialmente da U; lA((p), la quale
ha le singolaritd negli stessi punti in cui le ha A(p), conecludiamo
che A(p) appartiene ad 8S,, c.d.d. .

77. — 11 noto teorema del Sig. DARBOUX (!), che da la condi-
zione necessaria e sufficiente affinch® una serie di potenze conver-
gente entro [2] abbia sulla circonferenza, come sola singolarita, un polo
semplice, si deduce immediatamente dal teorema del paragrafo pre-
cedente facendovi p, = 1. La condizione (13) si riduce a

R —
ks, 1
2 —
‘/z n+4+1 <a<|zl7
per n > n,. Inoltre, da
boby ... by m
k, — ¢ 01 n—1 1Y
¢ Qo by ver Gy < |z|*

si deduce, nel caso attuale,

1 [Bazt —c| <myy, m <1,
onde :
lim k, 2" = ¢,

N=00
e queste sono appunto le condizioni date dal DARBOUX.

78. — IL’operazione A applicata ad una serie di potenze ¢ =
= 3 kn 2" riproduce dunque una serie di potenze avente in generale

(1) Journal de Mathématiques, S. IIT, T. IV, 1878. Vedasi a questo proposito il
notevole riassunto del Sig. Oscoop, Bulletin of the Americ. Math, Society, S. II,
T. V, pag. 59.
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lo stesso cerchio di convergenza della serie ¢, ed un cerchio mag-
giore solo quando @(x) converge in [2] ed ha in z la singolarita de-
finita da w(x). Applicata dunque ad una serie p di §;, la A produce
una serie g, pure di §,. Ma i coefficienti di ¢, non sono totalmente
arbitrari ; essi verificano una relazione necessaria. Si ha infatti (§ 75) :

Alp) = 2 g 2",
con
In = I(ky) = @ (Pn 2 kn — Pa—y kn—).

Ne viene

In/Gn = K P 2 — by Pr_y, go/% =k, py,
da cui
% + 91, 4ot In on = knpn2vtl.
% % qn
Ma X k, 2™ & per ipotesi un elemento di §,, e percid z* appar-

tiene all’interno del suo cerchio di convergenza ; lo stesso accade
anche per Xk, p, 2", e percio:

Hm %, p, 2"t = 0.

N==00

Ne viene che i coefficienti g, della serie o, = A(p) soddisfano
alla condizione . '

(14) 3 P%

n—=0 qn

. Ay g Wy g g
= 4 - ; = 0.
07 08814 gO+ b 94 ]Lb I) 2+b b b J3+ (

Si noti che la funzione 2%/¢,, che figura nel termine generale
della serie g,, & Iintegrale dell’equazione Il(k,) = 0, dove Il & la
forma alle differenze aggiunta (1) di II.

79. — Passiamo ora a cercare leffetto prodotto dall’inversa
At delloperazione A applicata ad un elemento di §;. In questo
insieme, come sappiamo, la A—! ¢ a determinazione unica. Sia o(x)
una serie di §,, e 9 = 2 g, 2.

Dalla (6) segue

A~ = U Myjmy) U,

(1) Vedasi la mia Nota: Sull’operazione aggiunta, Rendiconti dell’Accademia
di Bologna, 17 aprile 1898, (§ 11). i
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e percio

1
z2—u

<90+91$+92$2+ )

Y i e

La U7'(p) ¢ pure una serie di §,; invece 1/(z — «) ammettendo
uno sviluppo in serie convergente entro [z], lo stesso sara della
funzione soggetta all’operazione U~ nel secondo membro della (15),
e lo stesso ancora sard di A—!(g), il cui sviluppo e

) ag=3 (LB Bt et ——

9 paemtt’
Vi sard eccezione nel solo easo che la serie
U1_1 (@) = 2 gun ®"/qn,

ammetta uno zero per x =z, cioé sotto la condizione

9o | B? | 97
14 + =+ + . =0;
(4 % 1 ’
in questo solo caso A1 (o) apparterra ad 8,.

80. — Dal paragrafo precedente risulta che I’operazione A1
applicata ad una serie di 8§, da una serie che, in generale, non
converge oltre al cerchio [2]. I’operazione A—! introduce dunque una
singolaritd sulla circonferenza [2], e siccome questa singolaritd &
tolta da A, cosi essa e quella singolarita isolata nel punto x = z il
cui tipo e dato dalla serie

oy Ly lE | Bobiat

ay @y, @y @ a,
Fra le operazioni A—! la pit semplice & la divisione per x — 2,
che introduce nella serie di 8, un polo di primo ordine. In questo
caso
A"y =z a™ — g™t
da il tipo della singolarita introdotta.

wn
a/n‘:Z, bn=1, e ZW

Risulta ancora dal paragrafo precedente che in quelle serie di
8, i cui coefficienti soddisfano alla relazione (14); la A—! non intro-
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duce singolarita. Questa condizione (14), dimostrata sufficiente, & anche
necessaria, poiche si & visto al §78 che se ¢ & una serie di S;, 4 (9)
soddisfa coi suoi coefficienti alla relazione (14): onde inversamente
se A(p) non soddisfa a tale condizione, ¢ non pud appartenere ad S,.

La condizione (14) va dunque riguardata come una estensione
della condizione di divisibilita di una serie di potenze per il binomio
x — z, al quale essa si riduce nel caso semplice A = M,_,. Conclu-
dendo

Loperazione A~ applicata ad wuna serie di S, vi introduce in
generale una singolaritd rappresentata dalla w(x). Condizione necessaria
e sufficiente perché questa singolarita mon st introduca, € che i coeffi-
cienti g, della serie soddisfino alla condizione (14).

81. — Per dare un’applicazione di quanto precede, consideriamo
la forma differenziale lineare, dell’ordine m,

(17)  F(p)=(hy—kyx)p - (h, —k, x)x '+ .. + hm Em)x™ ™),

I’equazione F(p) = 0 appartiene ad un tipo che e stato studiato
dal Sig. GOURSAT (). Applicando la F ad a”, si ottiene

T P () nf

iko ok Ao (Z) k,'n}mn—}-l’

ed F & quindi un’operazione normale del primo ordine, del tipo (5),
in cui

n n
ty =l +nhy 4 ... + (m) hny bp=ky+nk 4 ..+ (m) ks

gli @,, b, sono dunque polinomi razionali interi in n, del grado m,
che noi supporremo diversi da zero per i valori interi positivi di ».
Reciprocamente, ogni operazione del tipo (5) in cui a@,, b, sono ra-
zionali interi di grado m in n & una forma differenziale lineare del
tipo (17).

Cio posto, indicando con z il rapporto h.,/k,, risulta dai prinei-
pi sull’integrazione delle equazioni differenziali lineari che I’equazione

F(p) =0,

(Y) Ann. de PEcole Normale, S. II, T. XII, 1883,
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dove o & una gerie di S,, ammette una sola soluzione regolare nel-
Vintorno di # =0 e precisamente entro [2], colla sola singolarita
x = z sulla circonferenza. L’operazione F—! introduce e Voperazione
F toglie codesta singolarita.

Poniamo ora
F=U,MU,
con
U(wn) p— pn w’n’ U1 (m'n) — gn am ;

ne risultera (§ 55)

by by e by

n Gy el Gy 1
gn 27, L N A b n--1 °
Uy Ay wee O 1 0 by e by 2
Dico che queste operazioni U, U, ammettono la proprieta di
essere semplici, esse e le loro inverse. Considerando infatti

U——l( 1 ):l+M‘+M1—€2—+zw(x)

Z— , My Ay Ay Wy Ay

ed applicando Voperazione F, viene:

quindi, per il ricordato teorema sulle equazioni differenziali lineari,
w(x) ha un’unica singolarita a distanza finita, per # = 2. Ne viene

1
—1
che U (1

avra un’unica singolarita per z=1 a distanza

finita, ed U—! e quindi un’operazione semplice. Ma loperazione U
da ancora

1 . Aoy oue Uy, X"~ -
U(1-Q‘“Zbom."m_1w+l_40“%

Applicandole Doperazione F, definita da
Fly=z—ax, Fi(o")=1Dbp_y2a" — app 2", n=1,2,3,..),

che & pure una forma differenziale lineare del tipo (17) col punto
singolare # = 1, troveremo F, (2,0 (x)) =z a, ; ne viene che @ (¢) am-
mette il solo punto singolare ¥ = 1 a distanza finita, e quindi anche
U & un’operazione semplice.

Analogamente risulta dalla forma dei coefficienti ¢, ed 1/q, che
U, e la sua inversa sono operazioni semplici, talche la F ¢ un caso
particolare dell’operazione A studiata nei §§ 67 e seguenti.
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82. — Dal paragrafo precedente risulta che se a,, b, sono po-
linomi razionali interi di grado m in n, la serie

w(w):ZM—"—L——bn_—]w", (lim&"—zz),

G Gy oun Uy f—oo On
definisce una funzione analitica avente nel piano & la sola singolarita
x =z a distanza finita. Se una serie ¢(x) = X k, #®, avente [z] come
cerchio di convergenza, sard singolare come w(x) sulla circonferenza
[¢], la F corrispondente togliera la singolarita alla ¢(x); in altri
termini, dovranno i coefficienti k, verificare la condizione necessaria
e sufficiente :

|t T — Dy Ty | < m 9/ |2]",
dove m ed % sono numeri positivi ed & n < 1. L’operazione F toglie
quindi, e la F—! introduce, in generale, la singolaritd rappresentata

da w(x); perdo, F—! non introduce questa singolaritd in una serie di
8., quando i coefficienti ¢, della serie soddisfano alla condizione (14):

a a, a
go+g1'i)2+92b—o‘bi+"':07
0 001

in cui il primo membro & una serie di funzioni razionali di ».

111. — Uso delle operazioni normwali d’ordine superiore
nel togliere singolarita.

83. — Consideriamo un’operazione normale P di ordine m, defi-
nita nell’insieme S dalle relazioni

(18) Pa") = no 2" + @ny @™t 4 - Uy, 2T

Abbiamo dimostrato al § 57 che una simile operazione si pud
presentare sotto forma del prodotto

(19) P=U,M,

'm %

Uy oo Uy My 0 Uy,

dove U,, U,, ..., U, sono operazioni normali d’ordine nullo, definite
in 8 da:

~,

U; (") = pin 2", (

=
Il
<o \‘c
:H ~
\JN :
I
SN—

10
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Faremo ora le seguenti ipotesi:

a) che si siano trovati numeri opportuni z,,2,,..,2, per i
quali le operazioni U che figurano nella scomposizione (19) siano
semplici insieme alle loro inverse ;

b) che sia |z,| < |2,] < . < |2m|. La 25, che ha il modulo
massimo, verra indicata semplicemente con 2 ; S, rappresentera ancora
Tinsieme delle serie di potenze di 2z il cui raggio di convergenza &
superiore a |2|; infine si userd la lettera o, affetta o no da indici,
per indicare le serie di 8,.

84. — BSotto le ipotesi del paragrafo precedente, l’operazione P
applicata ad una serie di potenze ¢ di cui [r] & il cerchio di con-
vergenza, da una serie vy di potenze il cui cerchio di convergenza
non puod essere inferiore ad [r], ma puo, in alcuni casi, essere mag-
giore. Quando cid accada, ’operazione P avra per effetto di togliere
le singolarita della @(x) sulla circonferenza r. Ci proponiamo di ve-
dere quali singolaritd possono effettivamente venire tolte dalla P.

A quest’uopo, sia posto:

A1 = Mz’—x UO 9 A2 = ]V[z?—x Uj’ seey Am = U, Mzm—x Um—-l,
onde
(20) P= Ay Ap_y . Ay Ay,

La formula (20) c¢i da cosi una scomposizione di P in un pro-
dotto di m operazioni normali del primo ordine, della forma di quelle
precedentemente studiate (§§ 67 e seg.). Sappiamo pertanto che ad
ogni operazione A; corrisponde una serie di potenze w;, la quale
soddisfa all’equazione '
posto

U; (") = pin a”,

la serie w; & data da
(=) x’ﬂ
(21) w; () = % ——r,

n=0 Pi—1n %
e rappresenta una funzione analitica che a distanza finita ha per

. . -1 .
solo punto singolare x = z;; operazione A; introduce e la A; fa
sparire questa singolaritd (§ 80). Consideriamo ora le funzioni :

Ty =Wy, Ty = Al—1 (05)
(22)

my = AT AT (03), ey = AT AT i AL (0).
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Dico che la funzione n; ammette a distanza finita al piu ¢
singolarita isolate nei punti z,,2,,...,2. Infatti, la =, non differi-
sce da o, ed ammette la sola singolarity 2, a distanza finita. La w,
ammette la sola 2z, ed & quindi una serie di S, ; applicandovi la
Ao—l = Uo_l M-, non §’introduce altra 'singolarita che quella in
2y, € quindi 7, ha (al piu) sole singolarita isolate in 2z, e 2z, a di-
stanza finita. Analogamente per 7, ..., 7.

85. — Applicando ora la operazione P ad una serie di potenze
della forma

p(®) = ¢ 7; (x) + 0,

N

dove g, come & stabilito, & una serie di 8,, avremo, per la (20),
1)(‘1‘0) =cApAp_1.. Az A1 (i) + P(Q) 3
ora P(p) & una serie g,, e, poiche

= AT A7t AL (w;) ed Aj(w)=1,
viene
Plp)=c Am Ay o Ai-l-l (1) + 0y -

\

In questo secondo membro il primo termine & un polinomio
razionale intero in x, al pilt del grado m — ¢; il secondo termine
¢ una serie di S,, onde P(¢) ¢ una serie di §,: cio¢ P toglie le
singolaritd che z; ammette entro il cerchio [2]. Se ne conclude che
Voperazione P toglie le singolaritd rappresentate dalle funzioni s,
Ty s eeey Tn i CI08, €8SENAO €y, Cyy ey Oy cOStanti arbitravie, la P ap-
plicata «

(23) ey 7ty + O 7y + e - A -

da una serie g.
- Si avverta che P(n,) =1, e che P(m,—;) & un polinomio di
grado ¢ in %k, a coefficienti facilmente calcolabili.

86. — Reciprocamente a quanto & dimostrato nel paragrafo
precedente, sia ¢ una serie di potenze cui P tolga la singolaritd in
[2]; vale a dire la ¢ non sia una serie ¢, ma sia tale la P(¢). Dico
che @ deve -essere della forma (23). Se infatti & P(p) = ¢, ne viene

Pl = AT A7 .. A1 (o) = ¢;

m
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ora An" () mon pud avere singolaritd in [2] se non nel punto 2z,

e sard (§80):

A7 (@ =cwn+0;
da questa :

Aty 47 (0) = e Anli () + ¢ ©u—1 + 05,

Ao Auly A3 (o) = e Auls Aul (0m) 0 A la (@) + 6 02 - 03
e cost via. Tenuto conto delle (22), si ottiene

P (Q) == € Ty + Cy Tp—1 "I" von + Cm—1 7Ty + Qm+1>
c. d. d..

87. — Si avra un esempio delle singolarita introdotte da P-!
risolvendo l’equazione funzionale

(24) Pw) = by + b, & + by a® + ver A bypg a1,

rispetto alla funzione w. Posto w =2k, 2" e Plw)= 2 g, 2™, sap-
piamo dal § 50 che le relazioni fra le g, e le k, sono espresse da

(25) 9o — ao() ko y Yn == D (l‘n) = Ay kn + Ap—1,1 kn—l "I’ o + Ap—m,m kn—~m .

Per la determinazione dei coefficienti k,, cioe per la risoluzione
dell’equazione proposta, si trattera dunque semplicemente di risolvere
Tequazione lineare alle differenze
(26) D (k) =0,

con le condizioni iniziali:
oo kg =Dy, o k) + ag kg =10y, ..,
Xp—1,0 Fep—1 + Mpm—2,1 Iy —I‘ oee + Ao, m—1 ko = bm—l .

L’arbitrarieth dei coefficienti del secondo membro della (24)
equivale a quella delle costanti nell’integrale della (26), e la deter-
minazione delle une porta, linearmente, a quella degli altri-

88. — Abbiamo cos) ottenuto il seguente risultato :
Una serie 2k, ™ i cui coefficienti soddisfano all’equazione lineare
alle differenze, d’ordine m, @ (k,)= 0, il cui primo membro & la
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trasformata. O P C-1 @i P mediante Poperazione C definita al § 30,
rappresenta une funzione che ha entro il cerchio [2] i soli punti sin-
golari 2,, 2y, ., 2m, € le singolaritd in questi punti sono tolte mediante
Papplicazione della P.

Si ha ancora che per la serie Xk, ", in discorso, il limite
n

superiore dell’insieme derivato di |/k,| & in generale, 1/|2,| e non
¢ in nessun caso maggiore : potendosi ridurre, per una scelta op-
portuna delle by, b,, .., bu—y, ad essere 1/|z|, (¢ > 1)(}).

89. — Dalla scomposizione di P in fattori nella forma (20) segue
che anche la sua trasformata C P C—!= @ si scompone nella forma

(28) éo=1,11,_,..1, 11,
dove II; & la forma lineare alle differenze, del primo ordine,
Hi ==& Pi—-1,n k’n — Pi—1,n—1 kn—ly (7' _ 17 27 see g M — 1)7

mentre e

— p 7
IIm - pm,n (zm pm-—],n Mn ha pm—l,n—-—l kn-—l) .

I coefficienti della soluzione w dell’equazione (24) si ottengono
dall’integrazione della equazione @ = 0; ora questa integrazione &
ricondotta a quella delle forme II; di primo ordime, poicheé indicando
con

By RLy ey ROV

gli integrali di II, =0, I, =0, ..., II,, = 0 rispettivamente, si vede
immediatamente che un sistema fondamentale di integrali di @ =0
sara dato da

r rer

T =thny Ky =II" (hn), T =T 15" (b)), e

90. — Se si applica Voperazione P ad una serie o si ritrova
una serie g, . Ma quest’ultima ha coefficienti che soddisfano ad un
certo numero di relazioni necessarie. Sia infatti k, il coefficiente di

(*) Cfr. POINCARE, Americ. Journal of Math., T. VII, 1885, (§ 2).



150 SALVATORE PINCHERLE
. 3 . . s hY
2® in p, e g, quello di 2™ in g, ; si avra:

g,n = Hm 17’[}’(:-—1 “oe Hz Ul (kn)'
Si ponga
Iy My oo I (R) = g5

anche 3 g, &" sard una serie ¢, e si otterra
r
gn = 1L (gn) ;

onde, i_l} forza del §78, se o l’integmle dell’equazione alle diffe-
renze II, = 0, aggiunta di II,,= 0, si avra:

(29) It =o.
Si ponga poi

Hm——z Um—S eoe H1 (kn) —_ 97,{7

e si indichi con IT; Vaggiunta di II;; considerando l’equazione
I, ., I, =0 (!, aggiunta di II,, IT,_; = 0, un sistema fondamentale
dei suoi integrali risulti costituito da ¢, integrale di IT, =0, e

da un altro 2" V: per quest’ultimo sard
TIM——] ﬁm (t'(n,m—n) == 07
e siccome £ non annulla IT,, , I, (80" & integrale di IT,_; =0.

Ora ¢
gn= I, (9;:)7

onde, per il citato § 78, sara :

(30) S I, ) =o.

Ma per le proprieta dell’operazione aggiunta K di una forma
lineare alle differenze K, si ha (?):

> K(“n) by, =2 ay, R@n))

() Nota citata: Sull’operazione aggiunta, § 6.
(® Inbid,, § 3.
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onde la (30) si potra scrivere

S IL. (gt =0,
ossia ,
St =0,

Cosl continuando si vede che le ¢, soddisfano alla relazione
(31) gty =20,
essendo t, un integrale qualunque dell’equazione
(32) &=11,..1, =0,

aggiunta di & = 0. Siccome tale integrale contiene m costanti ar-
bitrarie, cosi la (31) equivale ad m relazioni indipendenti della
stessa forma. ‘

91. — Rimane ora da vedere che le serie X g, ¢, del paragrafo
precedente sono assolutamente convergenti, essendo ¢, un integrale
qualunque dell’equazione (32). Cid si dimostrera provando che & as-
solutamente convergente la serie X g, u,, dove g, sono i coefficienti
di una serie ¢ ed u, Pintegrale di una qualunque delle equazioni
TL- = 0. Ora, se si ha in generale

H(kn) = (pn—i—l kn-l—] 2 — Pa Foy) Qny

ne viene (%)

Il(kn) = Pa (Qn—l kn—-l 2=y kn) .

L’integrale di quest’ultima forma & u, = #;/q, : per le proprieta
di ¢, poiché X g,x" converge in un cerchio maggiore di [z,], e
[2;| < |2m|, segue che X g, w, & assolutamente convergente.

92. — Dalle cose dette si conclude :
a) Lapplicazione dell’operazione P ad wna serie 9 di S, produce
una serie o, di S,; non perd qualunque, poiché i coefficienti della o,
soddisfano ad m relazioni indipendenti della forma (31).

) Sull operazione aggiunta, § 11.
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b) Lapplicazione di P ad una serie ¢ non appartenente ad 8,
produce una serie di S, se e soltanto se la funzione @ ammette entro
[2] © soli punti 2,25, ..,%m come punti singolari, con singolarite
“della forma (23).

Di conseguenza :

c) L’applicazione dell’operazione P~ ad wuna serie o di S,
produrrd in gewerale una serie mon appartenente ad S,; affinché @
appartenga ad S, devono necessariamente essere soddisfatte le condizioni
(31) dai coefficienti di g.

d) Queste condizioni somo anche sufficienti affinché P~ (o) sia
una serie o,. Infatti, sia ¢ = 2 g, " una serie i cui coefficienti soddi-
sfino alla condizione (31) per ogni integrale ¢, dell’equazione D =0.
Applicando dapprima a ¢ Poperazione A" si abbia

Am (0) = gn " = Z,

Ne viene A,,(1,) = o, ossia [, (9n) = gn; ma poiche le g» sod-
disfano alla (31) per ogm integrale di @ = 0, sara anche 2 g, &0 ==
per quell’lntegmle Y che annulla 1I,. Perclo, per il teorema del

§ 80, Am appllc&ta a o non introduce singolarita, cioé A, & una serie
di 8,.

Considero ora Am_l( 1) =2 gpa"=1,. Dico che anche 1, &
una gerie di §,. Infatti, per lipotesi fatta sulle g,, sard anche
2 gn &0 =0 per quellintegrale 2 della (32) per il quale ¢ nullo
I, _; IT,,. Si ha ciod che

I, =s,

o integrale di IT,_; == 0. Ma si pud scrivere, per le proprieta delle
operazioni aggiunte,

0 =23 go t2 =3 I, (g:) 1 = 3 g, I, (1),
ossia

Zgnsn=20;

onde & soddisfatta la condizione del teorema del § 80 perche
A,ﬁ.l A =1, sia una serie di S,. Cosl continuando, si giunge alla
conclusione che 4

s Aty 471 (0), s AT AT .. A7 (o),

ed infine P! ()= A7 A5 ... 4" (o), sono serie di 8;, c. d. d..
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93. — IJoperazione P definita dalle (18) ha dunque la proprieta
di togliere da nna funzione analitica un certo complesso di singo-
larita ; la P—' introduce invece queste singolarita quando essa si
applichi ad una serie di 8,. Le condizioni (31), cui soddisfano i
coefficienti di quelle serie di S, nelle quali, per eccezione, la P—!
non introduce singolarita, sono analoghe alle condizioni di divisibi-
lita di una serie per un polinomio, e si riducono a quelle condizioni
quando tutte le operazioni U che fignrano nella (19) si riducono
alPoperazione identica.

94. — Siano ancora m,,7,, .., %, le funzioni che definiscono
le singolarita che P & suscettibile di togliere. Se si pone ’equazione
funzionale, dove ¢ ¢ una serie data,

P(p)=r¢, oppure @ =P (o),
si avra, per il §86,
rpxciﬁ1+02n2—|—...+cw0n,,n “+ 04
I’applicazione di P ai due membri di questa eguaglianza dara
un polinomio razionale intero di grado m — 1, pitt la funzione
P(o,) = g,. Talche

Plp) =9, + dy+ dy x4+ dya® + .. - dpq ™1 =p.

La serie g,, essendo il risultato di P (g,), sard una serie i cui
coefficienti soddisfano alle condizioni (31); tale & dunque anche

0 — (dy 4 dy @ + vor - dyy &™)

Se dunque la serie data ¢ &, ad esempio, la 3 h, 2", si avrd
e—(dy+dy 2+ o+ dppy a™1) =

=hy — doy+ (hy — d) ® 4 oo + (b1 — dpp—y) 2 + 2 hyan,

Nn=m

e dovra essere, indicando con

’ 7
by Ty ey 0¥
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un sistema fondamentale di integrali delle @ = 0,

(hg — dg) 1)+ (hy — @) 6 4 oo 4 (hip—1 — A1) o1+ i 8 4. =0,
(t=1,2,..,m).

Queste equazioni servono a determinare i coefficienti dg,d,, ...,
dm—y, ¢ mediante questi (§ 85) le costanti ¢, ¢;, ..., €m, cioe la parte
singolare entro [2] della P~ (p).

IV. — Applicazione alle equazioni differenziall lineari.

95. — Come applicazione di quanto precede, consideriamo 1o-
perazione rappresentata dal primo membro di un’equazione differen-
ziale lineare del tipo di FucHs, e che dicesi forma differenziale
lineare normale. Per ottenere una semplificazione di scrittura che
non altera la sostanza della questione, ci limiteremo al caso di una
forma differenziale lineare, d’ordine qualunque ¢, a coefficienti tri-
nomi, e sia: ‘

(33) ’ F(p)= 3 (h; + hix -+ b 2®) — ¢®,
=0
Si ha
(34) | Fat) = (a, + an @ + aj 2
dove

an=ho—l—h1n+h2<g)—{——...—|—hq(2),

ed analoghe espressioni si hanno per a; ed a,. Si supporranno di-
versi da zero a, ed a, per # = 0,1, 2,...; si supporranno ancora di
modulo diverso le radici z e 2’ dell’equazione

hg+ hgx -+ hja®> =0,
e precisamente
2] <le]-

I punti singolari dell’equazione differenziale lineare omogenea

(35) Flg) =0
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saranno ¥ = 0, 2’, 2. L’equazione differenziale lineare non omogenea

(36) . Flp)=c+dw

avra, nell’intorno del punto # = 0, un integrale (ed uno solo) svi-
luppabile in serie di potenze intere positive di x; sia w(@; ¢, )
questo sviluppo, che convergera in generale entro il cerchio [2] ed
eccezionalmente entro il cerchio [2].

96. — Dico ora che o possibile determinare le costanti ¢, ¢
per modo che w{r; c,¢’) rappresenti una funzione analitica semplice
(§ 66) col solo punto singolare » a distanza finita. Si ha, intanto,

w@; ¢, ¢)=cox; 1,0) 4 cwlx; 0,1).

Ora, nel piano della variabile a conduciamo un taglio lungo
una linea ! che vada da 2’ all’infinito senza passare per z né pene-
trare entro il cerchio [2']; mel piano cosi tagliato w(x; 1,0) ed
ow(x; 0,1) sono funzioni analitiche singolari nel punto z, in cui la
loro singolarita ¢ rappresentata da

37) ‘ @ — 2)° (@),

essendo & la radice non nulla dell’equazione determinante della (35)
rispetto al punto 2z, e l’espressione (37) essendo lintegrale canonico
relativo. Si avranno dunque, nell’intorno del punto z, per le fun-
zioni w(x; 1,0) ed w(x; 0,1) i seguenti sviluppi :

w@; 1,0) = e (@ — 2)* yx) + Rr — 2),
w@; 0,1) == e, (¥ — 2)* n(x) + F (@ — 2),

essendo ¢ ed e, due costanti e &, & sviluppi in serie di potenze.
Prese dunque ¢ e ¢’ per modo che sia

;6-[—;'61:0,

viene

w@; o, 0)=0c Pe—2)+ 0 @—2;

abbiamo cioé un’equazione (36) che ammette un integrale il quale
non ha piu singolarita per ¢ = z,
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Rappresenteremo quest’ integrale w(x ; E,Z’) semplicemente con
w(®); la w(@) e un ramo di funzione analitica che nel piano tagliato
nel modo indicato non ha singolaritd fuori di [, ed & quindi una
funzione semplice. Come tale, essa caratterizza in generale (§ 73) una
operazione normale di primo ordine 4, = M, U,, il cui effetto &
di togliere la singolaritd definita da w(x) nel punto 2'.

Ottenuta la 4,, riprendiamo la forma F e col metodo indicato
al §58 determiniamo Poperazione normale di primo ordine A4, tale
che sia

F=A4,A4,.

Intanto A, toglie la singolaritd rappresentata da w(r). Ma ogni
altro integrale della (36) ha quella stessa singolaritd in 2': ne viene
che se w, ¢ un altro integrale della (36) per valori arbitrari delle
¢, ¢, la A, (w))=n non sard singolare se non nel punto z. Sara
dunque = una funzione semplice ; ma

Flo,) = Aym) = ¢ + ¢ =,

non avendo singolaritd a distanza finita, la singolaritd di = in 2 &
tolta da A,. La forma differenziale lineare ¥ & dunque scomposta,
nel modo indicato dalla formula (20), in un prodotto di due fattori
di cui il primo A, toglie la singolarita w, il secondo la singolarita
7 ; tale forma F appartiene cioe alla specie delle operazioni P stu-
diate nei § 84 e seguenti. ’

97. — L’operazione C definita al §30 trasforma 1’operazione F
nella CF C-! = & data da

qj(kn) = ay, ky + a’;b—l kp—1 + a;{—z kns )

forma lineare alle differenze di secondo ordine, i cui coefficienti sono
polinomi in n del grado ¢. La sua forma aggiunta &

D (kn) = aty T, - @ Tongs + @ Tpys.

Alla scomposizione di F in fattori A,, A,, corrisponde la scom-
posizione di @ e di @ in prodotto di due forme lineari alle diffe-
renze del primo ordine. Sia r,, 5, un sistema fondamentale di integrali
di d=0: Voperazione F applicata ad una serie o di S, dard una

4
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serie di g, pure di 8, i cui coefficienti g, soddisferanno alle condizioni :

(38) Egnyn:(), Zgn%',=0.

n=0 n=0

Queste sono anche le condizioni sufficienti affinche Vequazione
differenziale lineare non omogenea F(p) = p, ammetta come soluzione
una serie ¢ di §,.

08. — Risulta da quanto precede che ogni funzione ¢, singolare
come un integrale dell’equazione (36), ¢ tale che le sue singolarita
sono tolte mediante ’applicazione dell’operazione F. Dico ora che,
reciprocamente, se ¢ e una funzione alla quale la forma F tolga le
singolaritd che essa ammette entro [z], queste singolaritd sono quelle
stesse dell’ integrale w(v; ¢,c¢’) della (36). Infatti, essendo ¢ una
serie di §,, si abbia

Flg) =0 =2 gna".
O i coefficienti g, soddisfano alle condizioni (38), e allora ¢ &
una serie o, di §,, cioé non ha singolarita entro [2]. O esse non

sono verificate ; allora si possono determinare le costanti d e d’
(§ 94) in modo che sia

(=) fee)
; ’ i . ’ W ’
drg+d' vy =23 gura, d’"ﬂ"’d’”l“‘%gn’"m
0

e alle (38) soddisferanno i ecoefficienti della serie ¢ — d — d'w.
I’equazione

Flg)=¢—d— dx,
avra dunque come integrale una serie g, ; ma l’equazione

F(p)=d+ dx

ha per integrale la w(r; d,d’); onde Dintegrale della equazione
proposta F(p) = o sard la funzione

=0 +ok; dd),

la quale ammette entro il cerchio [2] la singolaritd caratterizzata da
w(x; d,d),



