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NOTE DI SOCI

Magnetoidrodinamica. — Swu wna spiegazione magnetoidyodi-
namica dell’esistenza del campo magnetico tervestre e di quello generale
delle stelle. Nota 1 del Corrisp. CATALDO AGOSTINELLI.

1. In alcuni lavori precedenti ® mi sono posta la questione di determi-
nare in una massa fluida incompressibile elettricamente conduttrice, racchiusa
in un ellissoide limitato da una parete rigida fissa, il campo magnetico e la
velocita delle particelle fluide in ogni punto interno all’ellissoide, essendo dati:
la distribuzione della densitd di corrente di conduzione e quella del vortice
nei punti interni, e la componente normale del campo magnetico in superficie.

'E dimostrato che questo problema non pud ammettere che una sola solu-
zione, ma esso richiede che la densita di corrente di conduzione e il vortice
soddisfino a due determinate condizioni, che sono poi due equazioni differen-
ziali vettoriali alle derivate parziali.

Ora nel caso particolare in cui le linee di corrente e le linee vorticose si
suppon”goﬁq rette, la densita di corrente e il vortice risultano funzioni soltanto
del tempo e non del punto. In questo caso, nell’ipotesi supplementare che la

(*) Presentata nella seduta del 12 maggio 1962.

(1) C. AGOSTINELLI, Su/ moto magnetoidrodinamico di un fluido elettricamente conduttore
contenuto in un ﬁecz'_ﬁz'em‘e Jisso a pareti conduttrici essendo assegnata la distribuzione della cor-
rente di conduzione e dei vortici, « International Journal of Engineering Science », 1962; IDEM,
Su un notevole teorema di equivalenza in magnetoidrodinamica, « Bollettino-della Unione Ma-
tematicatItaliana », 1962.
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componente normale del campo magnetico in superficie sia nulla, ho dimostrato
che il problema si risolve completamente con quadrature, mettendo in rilievo
un notevole teorema di equivalenza, secondo il quale il problema di moto ma-
gnetoidrodinamico considerato ¢ equivalente a quello del moto di un corpo
rigido intorno a un punto fisso, le cui molecole sono attratte da un piano fisso
con forze proporzionali alla distanza da questo piano (problema di De Brun).

Queste ricerche mi hanno suggerito di vedere se, per questa via, sia possi-
bile dimostrare l'esistenza e la permanenza del campo magnetico terrestre,
dovuto a un moto vorticoso della massa liquida interna alla crosta, come pure
I’esistenza di un campo magnetico generale che si osserva in diverse stelle,
generato dalla rotazione di un nucleo interno, pressoché compatto, premuto
dal fluido gassoso che lo circonda e soggetto alla propria gravitazione.

Di questa indagine mi occupo in questo lavoro, ammettendo che il campo
magnetico generato dalla massa fluida ellissoidale abbia, in superficie, una
componente normale uguale a quella che determinerebbe un dipolo magnetico
posto nel centro, e comunque orientato. Inoltre, ponendomi da un punto di
vista pili generale, ho supposto che la massa fluida, oltre il moto interno vorti-
coso, abbia un moto d’insieme traslatorio.

Trattandosi di una massa fluida ellissoidale, con riferimento-a coordinate
ellittiche ho espresso intanto il potenziale di un dipolo in questo sistema di
coordinate, calcolando la componente normale in superficie del campo magne-
tico da esso generato. Dopo cid, supponendo ancora che la corrente di condu-
zione e il vortice siano funzioni soltanto del tempo e non del punto, ho dimo-
strato che il problema si risolve ancora mediante quadrature e che quindi esiste
nell’interno dell’ellissoide un moto magnetoidrodinamico vorticoso che, genera
un campo magnetico la cui componente normale in superficie assume gli stessi
valori di quella che determinerebbe un dipolo magnetico posto nel centro.

- Particolarmente importante & il caso in cui I'ellissoide si riduce ad una
sfera nel quale il vortice & anche costante rispetto al tempo e il moto interno
del nucleo fluido si riduce ad una rotazione rigida uniforme. In tal caso si
hanno per le componenti della corrente di conduzione valori variabili periodi-
camente col tempo, dello stesso periodo di rotazione della massa fluida, mentre
le componenti del momento magnetico del dipolo, equivalente al campo interno,
risultano funzioni oscillanti del tempo, in generale non ‘periodiche.

Ma se la traslazione d’insieme ¢ uniforme e non & ortogonale all’asse di
rotazione della massa fluida, si presenta la circostanza notevole di un fenomeno
di risonanza in cui le oscillazioni del momento magnetico del dipolo vanno
crescendo indefinitamente col tempo. Ne segue che una traslazione molto
prossima al moto uniforme dara luogo ad un momento magnetico del dipolo
quasi periodico rispetto al tempo, ma di ampiezza molto grande. Questo risul-
tato pud spiegare I’esistenza di stelle, gia rivelate dalle osservazioni, con campi
magnetici variabili col tempo e di forte intensita.

2. Per ottenere il potenziale di un dipolo magnetico in coordinate ellit-
tiche osserviamo che considerando la particolare funzione potenziale di 12
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specie (regolare nell’origine) U = K, x + K,y + K,2=rY,, dove K,,K,, K,
sono costanti, » ¢ la distanza del punto P (x, v, 2) dall’origine ed Y, ¢ fun-
zione di Laplace di ordine uno, la corrispondente funzione potenziale di 22
specie (singolare nell’origine e che si annulla all’infinito) & la

v ___ﬁz Kix + Koy 4+ Kj2

72 73

che & proprio il potenziale di un dipolo, il cui momento magnetico ha come
componenti secondo gli assi x,y,# le costanti K, , K,, K,.
Introducendo allora coordinate ellittiche, esprimendo la U mediante
JSunzioni di Lamé e considerando le corrispondenti funzioni di Lamé di 22 spe-
cie, si otterra il richiesto potenziale di un dipolo in coordinate ellittiche.
Consideriamo per questo l’equazione.
e

(I> 2x2 + 2}’22—'" 2 s— 1 =0
A2 — o2 »—B A2 —x

dove a, 8,y sono delle costanti con «® < 2 < y*. Essa, come si sa, al variare
di A rappresenta, nel sistema di coordinate cartesiane x,y, z, delle quadriche
omofocali, e precisamente: per A* > y* si hanno ellissoidi; per P? < 2> < y* si
hanno iperboloidi ad una falda avvolgentisi intorno all’asse z; per o << 3* << @
si hanno invece iperboloidi a due falde aventi I’asse’ x come asse trasverso.

L’equazione (1), considerata come equazione in A% & di 3° grado e ammette .
tre radici positive che indichiamo con p?, p?,v?, con

&) YWy <P
Esse risultano funzioni di x,y,z e assumeremo allora p, u,v come coordi-
nate ellittiche.

Scrivendo I’identita

2 y? Z PN () (P )
(3) p - + 7\2_32 + )\2_‘Y2 — 1= 0\2_“2) ()\2_92) ()\2___Yz)

si ricavano facilmente i valori di #%, y*, 2% in funzione delle coordinate ellit-
tiche p,p®,v, e si ha
(P — %) (u* —a®) (v —a?)
(a2 —_— B2) (a2 _— .Y2)
2 (p"—P%) (W —B% (v —p?)
(B*—v*) (B*—o?)
2 Y)W =) (" —¥)
(y* —o®) (v*—B?)

1=

@ [y

&

Il sistema di coordinate p, w, v, & ortogonale e il quadrato dell’elementa
lineare in questo sistema & della forma ®.

s) ds* = H2dg* + H2 dp* - H3dv"

(2) Cfr. P. APPELL, T7aité de Mécanique rationnelle, T. 4°, Chap. VI, n. 46 (Paris, Gau-
thier-Villars, 1932).
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con

2 PV e =) P07 pps (P —p?) (P —u?)
<6> HI - A2 ’ H2 — Bz ) H3 - Cz

e dove si ¢ posto

A= @) B — )

@) B = ) B ()
'Gz;w—ww—mw—w,

essendo A funziore soltanto di p, B funzione solo di u, e C funzione solo di v.
Cid premesso, ponendo ora ‘

i R (p) =7V —o , M, () = {w—o*, N, () = |V —
/’ R.(p) = VPZ-BQ- ) Mz(“’) = ‘/62—“‘52 ’ N2<V)= VW—Bz
LR =T —1v , My = —v, N,() = |V —71*

in virth delle (4) il potenziale elementare di 12 specie U = K, x + K,y + K, 2,
per mezzo di prodotti di Lamé risulta espresso dalla

(8

K: R: M; N; Ko:RaM.Ns K; Ry M, N,
=g —r  E—mE—w)  e—a )

(9 U=

dove i prodotti RMN soddisfano all’equazione di Laplace, che in coordinate
ellittiche p , w, v risulta (Joco citato in @)

(10) (2 —v)A (A

2

D) e (52 i S o
e dove‘ciascuna delle funzioni R ,M , N soddisfa a una determinata equazione
differenziale ordinaria del 2° ordine. L’equazione che definisce 1a R ammette
un secondo integrale indipendente (di 22 specie), che indichiamo con S, e il
prodotto SMN ¢ ancora soluzione dell’equazione di Laplace. Assumeremo
allora come potenziale di un dipolo in coordinate ellittiche ’espressione

KISI MI NI KQS2M2N2 K383M3N3
lw—@—r) e E—) o))

iche si puo scrivere

(11) V:KI—S—’x—[—Kz%y +'K3i—3z.
I 2 3

Ora se R & una funzione di Lamé di ordine % in p, 1a sua associata S di 22 spe-
cie ¢ data da (loco citato in @, n. 62).

Qe
_ pdp )
(Iz) S - (2 7 + I) Roo[ Rg V(p2—oc°) (pz_wgz) (92_.‘{2)
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Nel nostro caso le funzioni R definite dalle (8) sono di primo ordine in p (% = 1)
e si ha quindi

Q
(12 S, = —3R; -p—~, I=1,2 .
12 ’ 3 / R? R: Rz R, ( )25 3)

oo

[1 valore principale del potenziale (11), per ¢ molto grande, risulta uguale a
(K, x + K,y + K, 2)/p* e si identifica col potenziale di un dipolo in coordi-
nate sferiche. ‘

Se ora consideriamo ellissoide p = g, di semiassi

a=\e,—o*, b=Vo,—@, c=|pi—v>, con a>b>c,

la normale a questo ellissoide in un suo punto & parallela al vettore grad p,
cioe il versore normale n vale grad p/mod grad p.

Ne segue che essendo B = —grad V il campo generato dal dipolo di
potenziale V, la componente B, di questo campo nei punti dell’ellissoide con-
siderato, secondo la normale -al medesimo, sary data da

oV
B, = —|[grad V x grad p/mod grad P]Q:Q = —(—ap— -mod grad p) .
°© 2=0o
Ma ¢ mod grad p = 1/H,, essendo H, definito dalla prima delle (6), ne
segue

AY
B, — _<_I_ _) .
" H: 9 Jo=oo
Ricordando le espressioni delle coordinate cartesiane x,y , 2, per mezzo delle

coordinate ellittiche (formule (4)) e osservando che i rapporti

x| x ¥y ¥y z z

_R_I_!_ l/pz_ o? ) TQ_Z - ]/pz — ‘32 ’ —R? ]/92 — T

sono indipendenti da p, si ha dalla (11)

e percio
By = —q- (K o+ Kk %S;Jr Kino %), pet p = po.
Ponendo per sempliciti
il B 6o

dove le I'; sono delle costanti, si ha infine

(13) B, = K Tz + K. I,y + K, Iy2), per p=p,.
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3. Consideriamo ora il sistema di equazioni magnetoidrodinamiche rela-
tive a un fluido incompressibile di densita costante 3:

/ rot B=1
rotE:——%I;—
I=c(E+ vAB)

@ div B=o

dv 1 I |
a—l+rot v/\vzgl/\B—grad (Fp—l-?v ——U),

div o =0

di cui € ben noto il significato dei simboli, e supponiamo che in ogni punto P
interno all’ellissoide = di centro O e di semiassi «, 8, ¢ (@ > 6> ¢), siano
assegnati, come funzioni soltanto del tempo, la corrente di conduzione I (¥)
e il vortice @ (#) = rot ». Sulla superficie X che limita ’ellissoide sia inoltre
assegnata la componente normale B, del campo magnetico, i cui valori sup-
porremo che coincidano con quelli che determinerebbe un dipolo magnetico
posto nel centro con I'asse comunque orientato. Ci proponiamo di determinare
la distribuzione del campo magnetico B e la distribuzione della velociti in
ogni punto interno alla massa fluida ellissoidale.

Per questo osserviamo che la prima delle equazioni (I) ammette la solu-
zione particolare

I
(14) B, = _IA(P—O)

con div B, = 0. Ponendo allora
(135) B =B, +grad F

si ricava
div B=div B, 4~ div grad F = A, F

e per'la quarta delle (I) avremo

(16) AF=o

cio¢ F sard una funzione armonica.
Essendo # il versore della normale alla superficie = dalla stessa (15) si
ricava che deve essere
dF
(17) 2, = Bn—B. X n, sopra X.
Con riferimento a coordinate ellittiche, se identifichiamo il campo ellissoidale =
occupato dal fluido con Pellissoide p = p, considerato nel numero precedente,

la componente B, del campo magnetico sulla superficie X, per I'ipotesi fatta
sara data dalla (13).
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Indicando ancora con x,y,z le coordinate cartesiane del punto P ri-
spetto agli assi dell’ellissoide, si ha

dF _3F dv | OF dy | oF dz
T mdn Ty an T an

ma ¢
dx o1 & 1 e _
T H % T H: g—er 07T PET P =P,
ne segue
dF oo (OF x oF ¥ oF z ) .
an H;(@x Pz_“z 3)/ pi_Bz + oz 92_Y2)7 per g = P,

essendo inoltre B,,, B,,, B,;, le componenti cartesiane del vettore B,, si ha

BXn—BIId‘n—,_BIZd”—l_ Isdn

z
Y“)’ I

Sostituendo nella (17) e ricordando che 92———oc2 =a*,---, la condizione in
superficie diventa

oF oF
(18) %;+@§}w—i=&nx+&ny+&n%_

oz ¢

—(Byy =+ B, 2 + B, ~), sopra Z.
( @ 4 )

Dunque la funzione armonica F deve in superficie verificare la condizione (18),
dove per la (14) &

\ Bn: == %(:[23—13}/)
(19) © By, = -;-(13;\:—— I, 2)

’ B,=—(Ly—1,%),
2

nelle quali I,,I,, I, sono le componenti del vettore densitd di corrente I
secondo gli assi dell’ellissoide. :
Se proviamo a porre F uguale a una funzione di 2° grado in x, ¥, 2 della
forma
F=Ayz4+A,zx + A2y 4+ B, + B,y + B,z

che ¢ ovviamente una funzione armonica, la (18) diventa identicamente verifi-
cata, al variare del punto sulla superficie 2 dell’ellissoide, per

12—t 1 2—a® 1 a?— 52
A=—g mgal s A=—g agal  A=—7 ol

B,=KTl,e* , B,=K, T, , By=K,I,c.
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Si ha pertanto

1 /6% —c? &t —a? a®—b* \

+ K Iatx+ K T,62y + KT, 22,

e per la (15) le componenti B,, B,, B, del campo magnetico, secondo gli
assi dell’ellissoide, risultano

a2 I, I3
BI‘*“(£2+a23—a2+52—y+K1F1>

(21)

Bzzéz<az_lﬁb2x— b?f;ﬁ 2+ KZFZ)

. L L :
B3=C(&2+[2—y_£2+a2x+K3P3)'




