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Idrodinamica. — Diffusione di un onda di Stokes da parte di 
un gruppo di ostacoli cilindrici verticali ^ . N ota di A n t o n e l l o  

R u b a t t a ,  presentata ((*) **} dal Corrisp. G. S u p i n o .

1. I fenomeni di diffusione connessi a ll’u rto  di onde di m are contro 
ostacoli rigidi possono essere s tud ia ti m antenendosi nell’am bito della teoria 
lineare dell’onda ed a ttribuendo  carattere  irrotazionale al m oto della m assa 
d ’acqua. Come è noto, finché gli ostacoli hanno pareti verticali ed il fondo è 
orizzontale, il problem a assum e s tre tte  analogie con quelli che si presentano 
in a ltri campi della fisica m atem atica , e segnatam ente in acustica. A dattando  
al particolare contesto i m etodi elaborati in questi u ltim i casi, è possibile 
determ inare le caratteristiche dell’onda diffusa da un gruppo di pali cilindrici.

2. Nel seguito si impiega come riferim ento la terna trire ttango lare  
destra  x , y  , 2, con l ’asse 2 d iretto  verso l ’alto e con l ’origine sul pelo libero di 
riposo. In  a lte rna tiva  si utilizza pure un sistem a di coordinate cilindriche 
r , & , z, lasciando inaltera ta  la posizione dell’asse 2 e contando le anom alie & 
dalla direzione positiva dell’asse x. Il dominio occupato dalla lam a d ’acqua 
in riposo è dunque quello compreso fra i due piani di quota 2 — o e 2 =  — H, 
ad esclusione delle porzioni di cilindro verticale corrispondenti ai vari pali che 
si considerano volta a volta presenti.

N ell’ipotesi di irro tazionalità  del m oto, esiste in questo dominio una 
funzione potenziale O (x , y  , 2 , f) per la velocità, che va scelta fra le soluzioni 
della

in base alle condizioni al contorno. Si impone na tu ra lm en te  che la velocità 
norm ale c<S>j3n si annulli sulle superficie rigide costitu ite dal fondo 2 =  — H 
e dalle pareti dei pali. Inoltre si richiede che sul piano 2 =  0 sia soddisfatta la 
relazione di Poisson

3® , a2®
i r  +  i f  -  0

la quale, finché le escursioni del pelo libero sono piccole e le sue pendenze lim i­
tate, traduce il fa tto  che il pelo libero stesso è una superficie di confine sog­
g e tta  a pressione costante. M aggiore attenzione richiedono invece le condi­
zioni all’infinito. Per form ularle è opportuno scindere il potenziale nelle sue 
com ponenti

O =  «Ih -f- Od

(*) Istituto di Idraulica della Facoltà di Ingegneria di Bologna.
(**) Nella seduta del 12 giugno 1962.
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relative rispettivam ente a ll’onda incidente ed a quella diffusa. Se si vuole che 
la perturbazione incidente sia u n ’onda piana di ampiezza costante procedente 
nel verso delle x  crescenti, occorre scrivere

essendo
<S>i (x , y  , z , t) =  Ai cosh k (z -f- H) e~iat eikx 

kg tgh  kH =  a2

come richiesto dalla condizione di Poisson. Ciò posto, il com portam ento asin­
totico del term ine <&D deve risultare in accordo con la classica condizione di 
Sommerfeld

lim |Ir (—----- ik)<5>B =  o,
r —> oo V

pur m antenendosi finito e non nullo il prodotto  |ir <PD, dato che tu tti  gli osta­
coli possono venir racchiusi in un dominio cilindrico di raggio abbastanza 
grande.

Nel caso in cui sia presente un unico palo cilindrico di diam etro 2 rQ, 
disposto con l ’asse su r — o, la soluzione è rappresen ta ta  dal potenziale (l)

O {r , »  , z , t) =  Ai cosh k (z +  H) e-** j eikr™* +

00
+  2 *  Zn *n+1 ^  sin yn H (kr) cos n&

con zn == 1 per n =  o, e„ == 2 per % o, e

tg  Y«
j ’n (èro) 
V’n&o) ‘

V a però osservato che se la lunghezza d ’onda della perturbazione inci­
dente è considerevole rispetto  al d iam etro del palo, come avviene norm al­
m ente nel campo d ’interesse tecnico, in cui difficilmente si supera il lim ite 
krQ == 1, le uniche onde diffuse di en tità  non trascurabile sono quelle di or­
dine n — o ed n  =  1. Inoltre le onde di questi due ordini risultano tan to  più 
cospicue quanto  più aum enta il valore di krQ. E ntram be le osservazioni 
possono venir convalidate a ttraverso  gli usuali sviluppi in serie delle funzioni 
Jn (krQ) ed Y h (kr0) nel campo krQ 1, m a quando kr0 si approssim a alla 
u n ità  riesce più agevole ricorrere a valutazioni energetiche. A ll’onda diffusa 
corrisponde un flusso to tale di energia, medio nel tempo

( 0  J- V. Wehausen, E. V. Laitone, Surface Waves, « Handbuch der Physik », voi. 9, 
(i960).
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che, per Portogonalità sull’intervallo  (o , 2 7u) delle funzioni cos può venir 
espresso quale somma dei flussi energetici

E d^
A 2 ycrH / sinh 2 k ì lA i----- I I -j— —--------—2 g \  2 k ìl el sinI 2 y*

che com peterebbero alle singole onde di ordine n, ove fossero presenti da sole. 
Questo perm ette  di definire in m aniera u tile i coefficienti di diffusione parziali

essendo

= Ed*
"ET

Ei =  krQ A l yaH
2g

. sinh 2 /§H \
1 + - J W T - )

il flusso energetico connesso a ll’onda piana incidente, va lu ta to  per una lun­
ghezza di fronte pari al diam etro del palo, e considerato sempre nel suo valore 
medio tem porale. L ’andam ento  dei valori dei coefficienti di diffusione così 
in tro d o tti appare chiaro dalla Tabella I.

T a b e l l a  I.

!
kr0

1 So 8x io4-S2 IO8 S3

0,2 0,00448 0,0201 0,00487 0,000147

o ,5 0,0528 0,256 2,79 3,04

d>, 8 0,1556 0,516 66,4 4 7 9

Ne risu lta  che, in tu tto  il campo krQ<- 1, è possibile arrestare lo 
sviluppo in serie già al secondo term ine. Introducendo inoltre le espres­
sioni asintotiche delle funzioni di Hankel, utilizzabili non appena è 
r  2 7u/vé, si può porre il potenziale dell’onda diffusa nella form a appros­
sim ata

Od (r , & , z  , t) =  Ai j/  cosh k (z +  H) •

; / | ^ \
• { sin  yQ e^° -f- 2 sin cos 0 } e~~iat e ' 4 ' .

I param etri y0 e yz dipendono unicam ente da kr0ì ossia in definitiva dal 
rapporto  fra il diam etro del palo e la lunghezza d ’onda; essi assumono i valori
elencati nella seguente Tabella IL
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T a b e l l a  I I .

krQ To
! Yi

0,1 — 0,00773 +  0,00790
0,2 — 0,0299 +  0,0317

o,3 — 0,0646 +  0,0706
0,4 — 0,1096 +  0,1217

o,5 — 0,1632 +  0,1797
0,6 — 0,224 0,238

o,7 — 0,290 0,288
0,8 — 0,361 + 0,327
0,9 — 0,435 +  0,350
1,0 — 0,513 +  0,358

In  particolare, la sopraelevazione tjd del pelo libero, che è l ’aspetto  più 
saliente del fenomeno, risu lta  essere

=  —  Ai ] /  cosh kR  { sin yG **Vo - f  2 sin yT cos & } e~i6t e ^  + t )  .

L ’onda diffusa presenta perciò ritard i, rispetto  alla fase in x  =  o del­
l’onda incidente,

a =  — 7T -f  arg { sin yG ***> +  2 sin yx **Vi cos &} - f  kr

e, lungo le liinee di cresta individuale da questa equazione, le semiampiezze 
valgono

I %  I =  A r y  cosh m  | sin yQ -fi 2 sin yt **yi Cos & | .

3. L ’espressione del potenziale relativo ad un singolo palo può essere 
u tilizzata  come soluzione di base per lo studio della diffusione operata da un 
intero sistem a di pali, tu tte  le volte che si possono considerare trascurabili 
le influenze reciproche dei pali o, se si vuole, ritenere pressoché nulle le rifles­
sioni secondarie, cosa che risu lta  pienam ente accettabile per poco che i pali 
distino fra loro. Inoltre, ciò che interessa particolarm ente è la figura di dif­
fusione ad una certa d istanza dal sistem a dei pali, più che il complicato in­
trecciarsi dei m oti ondosi nella zona da essi occupata. Si può quindi lim itare 
l ’operazione di somma dei potenziali al solo campo asintotico.
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Se si fa riferim ento a ll’onda diffusa da un palo cen trato  sull’origine, alla 
quale corrisponde il potenziale

<5Do =  A , ] / —  cosh k (z +  H ).

• • • . i  [kr ~\— —ì• { sin y0 £*yo 2 sm yx *̂yi co s  & } e~lGt e ' 4 ',

l ’onda diffusa da un secondo palo uguale posto in rx , viene eccitata in ri­
tardo di fase di krx cos ^  e si propaga nella direzione generica con un an ti­
cipo di fase krz cos — &), così che il relativo potenziale asintotico assume 
la form a

Od x == <J)D e^ri cos e~~ ̂ ri cos ('Q'i—&).

P ertan to , nel caso di pali dello stesso diam etro allineati con interesse 
costante.L j su file parallele inclinate di 9 rispetto  alla direzione di incidenza 
ed in terva llate  fra loro di L 2, l ’onda originata dal palo di posizione mx sulla 
fila am m ette  potenziale asintotico

$ D m m O j3 0 coscP +  m2 L2 sin(P) . ^ ( ^ I LI cos(cp — d) +  w2L2 sin (tp— d))

Estendendo ora la somma a tu t t i  gli M x pali presenti per fila ed a tu tte  le M 2 
file si ottiene

Od =  0 Do Ke
- i (Mj 1) - - / (  M2- i) L

e 2
in cui si intende

Mi v Ma [X

K

v •== kL L [cos (9 ■— ff) — cos 9]

[x — /éL2 [sin (9 — ff) — sin 9].

M eglio ancora, con una traslazione rigida degli assi che porti l ’origine in 
posizione cen tra ta  rispetto  alla palificazione, si possono elim inare i due fa tto ri 
esponenziali, passando così a ll’espressione più com patta

Od — <Dd 0 k .
R ispetto  a questo nuovo riferim ento, l ’onda diffusa presenta dunque linee 

di cresta di equazione

a =  — 7u -f- arg { sin yG +  2 sin yx e cos &} -)- kr  

e lungo tali linee le semiampiezze sono date da

h D l =  7 A i | / 4 f c " cosh m  I sin Yo +  2 sin yx £*yi cos | | K  | .

Come si vede la palificazione considerata dà luogo a linee di fase costante 
aventi lo stesso andam ento riscontrato  nel caso di un unico palo. Ciò che in-
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vece si altera in m aniera sostanziale è la distribuzione dell’en tità  delle ampiezze 
lungo tali linee, per via della forte dipendenza di K  dall’anom alia ff.

Si n o ta  subito che possono presentarsi direzioni lungo le quali il m oto 
ondoso si estingue. D a ta  la particolare s tru ttu ra  dell’espressione K basterà 
considerare ciò che avviene in presenza di u n ’unica fila di pali, cioè ponendo 
M 2 =  1. R isulta allora K — o per

Mx v =  2 rcs

essendo intero e non nullo, m a diverso da p M I} con p  pure intero. Valori 
così fa tti di possono presentarsene effettivam ente ed anche in num ero no ­
tevole. Questo perché v varia nell’intervallo (/éLx [1 — cos 9], — [1 +  cos 9]) 
di am piezza 2 £LX, ed è quindi possibile a ttribu ire  ad s almeno il valore .s* =  1 
o quello =  —  1, purché sia L x >  2 tc/Mj k. Anzi, per particolari valori di 
9, la posizione  ̂ =  1 od =  —  1 può già riuscire adeguata anche per in te­
rassi più rido tti, m a com unque mai inferiori a 7t/Mj k. Al crescere poi dello 
sviluppo relativo (Mx — 1) L r k \2 n della palificazione le anom alie di am ­
piezza nu lla vanno progressivam ente aum entando.

In tervalla te  alle anom alie nodali, esistono ovviam ente delle direzioni 
lungo le quali l ’in tensità  del m oto ondoso è massima. I relativi valori di 
dovrebbero essere ricercati fra gli estrem anti dell’espressione com pleta dei- 
fi am piezza 2 | v)D | sotto  la condizione di fase oc costante, dato  che l’onda 
elem entare diffusa da ciascun palo non è uniform e rispetto  a T u ttav ia  i 
m assimi stessi si m antengono norm alm ente a livello confrontabile con l ’in­
tensità dell’onda elem entare di riferim ento, e non risultano perciò di rilievo 
tale da giustificare una ricerca in tal senso. Ciò non e più vero, almeno in ge­
nerale, per quelle anom alie che annullano il denom inatore di K: intorno a 
queste anom alie particolari l ’onda diffusa della palificazione può assumere 
ampiezze considerevoli. Così, ad esempio, un massimo cospicuo d e ll’in tensità  
si p resenta sempre nella direzione =  o: su questa linea le ampiezze sono 
Mj -M 2 yoltelp iù  grandi di quelle dovute ad un solo palo. Le altre eventuali 
linee dam assim o più accentuato  vanno individuate intorno a quelle che di­
scendono da una delle relazioni

v =  271p o [L =  2 np

con p  intero. M a, perché esistano effettivam ente direzioni così privilegiate, 
occorre che sia L x >  n/k o L 2 >  7ijk.


