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Analisi matematica. — N uovi problemi concernenti sistemi f u n ­
zionali con operatori iterati. -  I. Problemi a l contorno per le equazioni 
integro—differenziali con operatori calorici ed argomenti ritardati. Nota 
di D e m e t r i o  M a n g e r o n  e L. E. K r i v o s e i n ,  presen ta ta0  dal Socio 
M . P i c o n e .

A M auro Picone nel Suo So0 compleanno.

1. Si deve a M auro Picone la ripresa di vasta porta ta  dei problemi con­
cernenti i sistemi dinam ici a m em oria continua [1 ]—[3], caratterizzati dalle 
equazioni integro-differenziali di forma

■ ^ - = F ( P , 9 + | H , ( P ( 0 ) d f t CP, 0

e considerati inizialm ente da V. V olterra [4] nel caso in cui l’integrale eredi- 
ditario $i presenta sotto la forma

tJ  Y ( f ) h ( t ~ t ' )  d f ,
f — OO

ove il fattore di oblio h è m onotonam ente decrescente (1). Numerosi scien­
ziati prendendo le mosse dai risultati conseguiti da M. Picone hanno studiato 
vari sistemi alle derivate parziali oppure integro-differenziali alle derivate 
parziali, lineari o no, con operatori iterati poliarmonici [5]—[7], poli vibranti 
[8]—[9] e policalorici [ io ]- [ i2 ] .

In una serie di lavori degli A utori iniziatisi con una N ota lincea dedicata 
a M auro Picone nel Suo 750 Compleanno [13], rielaborati e raccolti poscia in 
clue Memorie pubblicate nei « Rendiconti del Seminario M atem atico delFUni- 
versità di Padova» [i4 ]—[ 15] si è fatto un ampio studio dei problemi al con­
torno per le equazioni integro-differenziali a derivate parziali con derivata 
d ’ordine superiore di Picone [15], inoltre nei lavori [ i6 ]- [ i7 ]  sono stati stu­
diati numerosi problem i al contorno concernenti equazioni integro-differenziali 
a derivate parziali con operatore esterno del tipo calorico (2). Vi si trovano esposti 
condizioni di esistenza, di unicità e di dipendenza delle soluzioni dei problemi

(*) Nella seduta del io aprile 1965.
(1) Gli integrali che vi entrano possono essere considerati integrali di Stieltjes e g  una 

funzione, continua o no, a variazione limitata.
(2!) Se

p M  =
du (x , t )  d2 u ( x , t)

dt dx2
I du(x  , f) 32 U(X , t) \(n)

dt dx2
allora -  seguendo una vasta Memoria del M. NlCOLESCU [18] -  u  si chiama funzione poli­
calorica d’ordine n.
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considerati dalle perturbazioni dei coefficienti noti. In alcuni casi sono stati indi­
cati inoltre le valutazioni qualitative delle soluzioni e costruiti poscia soluzioni 
approssim ate, m ettendo visi in evidenza l’errore commesso.

In questo lavoro si stabiliscono alcuni teoremi concernenti condizioni di 
esistenza, di unicità e di stabilità (rispetto alle perturbazioni dei coefficienti 
noti) delle soluzioni di una classe di problemi al contorno spettanti alle equa­
zioni integro-differenziali lineari con operatore calorico ed argomenti ritardati, 
ed inoltre uno studio spettante a certe equazioni analoghe non lineari come pure 
la determ inazione delle valutazioni dei moduli delle soluzioni dei problemi 
considerati fa l’oggetto delle Note [19]-[20].

2. Consideriamo l’equazione integro-differenziale 

(1) P [u \ = /  (x , t) +  a (oc , t) u (x , t) +  b (oc , t) u (pc — h\ (oc) , t) +

+  É  I I k  ( x , t , y , t )  ’T) +  ® ( x , t , y ,  t )  M - * » w  >t )
*= 0.

0 0
dy d'T,

ove P [u] =  — 3 ’ a (x  yt) y b (x ’ t) > (x < t y J  > T) » ®i(*> t  , y ,  t )
(i — o , 1), !ij >  o , hj (x) <  x  E [o , a] ( j  =  1 , 2) , f  (oc , /), sono funzioni note 
continue per tu tti (x , f) , ( y  , t )  e 3) =  [o <  x  , y  <  a\ X [o <  t , t  <  T] e 
u (x , t) è la funzione incognita. Ci proponiam o di risolvere il problem a al 
contorno (1) e

(2) u (x>, o) — (x ) , u (o , t) =  u (a , t) =  o , u (x , t) =  o ,

-v <  o , o :< t <C T ,

ove cpx (#) è pure continua e cpx (o) =  o.
Introduciam o una nuova funzione

(3) 9 (# , /) — a (oc , /) u (oc , /) -j- b (oc , t) u (x ■— Ai (^) , /) +
T a

1
I+ ZI I & i ( X y t , y y T ) ----± jJ-L +  ® . ( x t t , y , ' r ) ---- ^  ^  w dy dv.

0 0
U tilizzando la funzione § (x , % , t ■— a) ([17], p. 453) come pure il m e­

todo del passaggio dall’equazione omogenea ad una non omogenea [2o]-[2 i], 
dall’equazione (1) si ricava

t a

(4) u (x , t) =  m  (x , t) +  J  j  ■§ (x , % , t  ■— oc) 9 (£, , oc) d^ da .
0 0

ove si e posto
d

r '2 :°°m i x  yt) =  \ j—j.
0

! “ S l.exP - ( v C sin ~  sin ~  (?) +  /§  (* , £, t — v ) f  ( I , a) doc d£,

a »=1
exp TUZ;£ .sm - —  s in -----a <2
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Sostituendo nella (3) la funzione u  e le sue derivate ^  secondo la (4), si perviene 
alla seguente equazione integrale del tipo misto

t a (* f*
Mi (oc , / , y , t)  9 ( y , t)  dy dir =

0 0
T t

^ (x > 0  +  J  jf M 2 (# , t , V , t)  9 (4/, t)  dy dT ,
0 0

ove ^ (•) ,M i(-)  , Ml 2(• ) sono funzioni note continue per tu tti (x , t) , (_y ,ir)e3). 
Tenendo conto dei risultati esposti negli articoli anteriori degli A utori [22]~[23], 
si conclude che l’operatore

t a

(6) A [9] 9 (x  > t) —  / / Mi (x , t , y , t )  cp , t )  dy  dx
0 0

am m ette un operatore reciproco. Per conseguenza, dalla (5) si ottiene

(7) 9 (x , t) =  A  1
1 (X

> 0  +  ^  |* M 2 (#  , t , y , t )  9  (4 / , t )  d y  dT 

ò ó
T «

^  (* > 0  +  |  ^ M 3 (* , t , y , t)  9 (4/, t)  dy dT. 
ò ò

Pertanto, se O (T , t) è la soluzione dell’equazione (7), ne risulta che la
t a

(8) u ( x , t ) z = m ( x , t )  +  I  ai)® (%,*)<£ da.
ò 0

è la soluzione del problem a (1), (2) inizialm ente posto.
L ’analisi dell’equazione (7) perm ette ad enunciare il seguente 
TEOREMA i . -  Se i non è un autovalore del nucleo M3 (oc, t , y , t) ,  i l  problema 

( 0  > (2) possiede una soluzione unica nella classe delle fu n z io n i C21(4) oppure 
la soluzione ricercata non è mivocamente determinata.

3. D iremo che una soluzione del problem a (1), (2) è stabile rispetto alle 
piccole perturbazioni delle funzioni note che figurano nella (1) oppure nelle (2), 
s e , per ogni num ero positivo z >  o , si può determ inare un num ero pur esso

(3) L’esistenza delle derivate rispetto a t  della funzione g(*) si verifica senz’altro.
(4) È cioè nella classe delle funzioni due volte continuamente derivabili per rapporto 

ad x ed1 una volta continuamente derivabili per rapporto a t  per tutti In ciò che
segue si prenderanno in considerazione soltanto tali soluzioni. Nella [24] l’Illustre Accademico 
Linceo M. PicONE considera le soluzioni di certe equazioni integrali lineari appartenenti alla 
classe r - Pn (pi >  1, p2 > 1, • • •, p n > 1) (soluzioni quasi continue).
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positivo § =  § (s) ]> o tale, che dalle ineguaglianze

I \ ' h ( x ) — cP ii0 * 0 |< s » | a ( x , t )  —  « ! ( * , / ) ! <  § , | b ( x , t )  —  Ò ! ( x , t ) \ < $ ,  

\ \ 3i i ( x , t , y , T )  —  3Cn ( x , t , y , x ) \ < 8  , \ $ ,-(* , t ,  y , x )  j — © ( x , t ,  y  , t ) | <  S ,

(9) ìI (2 =  0 , 1 ) ,

\ ■ | (x) —  hfj (x) | <  8 (i =  1 ,2  ; j  =  2 ,1 ) , o <  x , y  <  a , o <  t , t  <  T,

se ne deduce l ’ineguaglianza

I U (x , t) ---u t (x , t) | <  £ , (x , t) 6 S) ,

ove Ui (x , /) è la soluzione del problem a al contorno

(io) P \u{\ =  f x (x , t) s+  aì (x , /) ux (x , t) -f- b\ (x , t) u x (x — k±2 (x) , t)

+ s f i
0 0

& n  ( x , t , y , t)
3* u\ (y  , t) 

3t* +  ® i l ( x , t ,  J , T )
3* ui ( y — /121 (y) , t )

3t* dy  d v ,

( i j )  u, (x , o) =  <pu  (x) , «i (o , t) = u x (a ,  t) — o ;

z/i (a , /) =  o , r < o , o < / < T .

In  questo ordine di idee si può enunciare il seguente 
T eo rem a  2. -  Se 1 non è un autovalore del nucleo M3 (oc , t , y ,.t), la solu­

zione del problema (1) , (2) e stabile rispetto alle piccole perturbazioni delle f u n ­
zioni note.

Osservazioni. -  i°  Se le funzioni (•) , cS)i (•) (2 =  0 , 1 )  soddisfano ad 
una delle condizioni (5)

[ (x  , t , y  , t )  =

(I2) 1
f ® { ( x  , t , y  , x )  =

(x , y ,T )  ,

o ,
®,-o (x , t  , y , x )  ,
o,

o <  x  ì y  <  a , o <  t  :< /  <  T, 
o <  v , j/ '<  ^ , o <C / <C t  <: T, 

<  / < T ,
o < ^ , ^ < ^ , o < / < t < T ,

0 3 ) /  =  I - ma x  
3) 3)

M3 (x , t , y , t )  I d/y dv >  o ,

il problem a (1), (2) possiede sempre una soluzione stabile rispetto alle piccole 
perturbazioni delle funzioni note che figurano nelle (1) e (2). 2° L ’equazione 
integrale di form a (7) può essere costruita introducendo la funzione

(14) Mio (oc , t  , y  ,d)
l M i ( x , t f y f 'v)f o <Z x  , y  <C a , o <C t  <C y  <C T, 

o < r  , o <  / < t <  T.

(5) Per maggiori precisioni, dettagli algoritmici ed altre condizioni di stabilità del pro­
blema studiato vedasi [16].
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Abbiam o in questo caso
T a

( 15) 9 ( ^ , 0  —  f  f  M 5 (x , f , y  ,z)(p ( y  ,-v) dy dr  =  (x ,() ,
Q Ò

ove si è posto

M5 (x  , t , v , t )  — Mio (x , t , 9/, t )  +  M2 (x  , t , v , t )  .

Epperciò, se 1 non è un auto valore del nucleo M5 ( x  , t , y , t ) ,  oppure se, 
in particolare, e soddisfatta l’ineguaglianza

T a

(16) l\ =  i —  m ax j  I  | M5 (x , t , y , t )  | dy  dv >* o ,
^  ò ó

il problem a (1), (2) possiede una soluzione unica, stabile rispetto alle piccole 
perturbazioni di cui sopra.

4. -  In un lavoro di prossim a pubblicazione nel « Bollettino dell’Istituto 
politecnico di Iasi » vi saranno esposti -  nel quadro delle estensioni dei risultati 
testé conseguiti -  alcuni problem i concernenti equazioni integro-differenziali 
con operatori policalorici, seguiti poi da alcune applicazioni dei m etodi esco­
gitati relativi allo studio delle equazioni integro-differenziali con operatori 
esterni poliarmonici, poli v ibranti e policalorici [25], ove si incorniciano in 
num ero vieppiù grande le schematizzazioni m atem atiche di svariatissim i fe­
nomeni della fisica e della tecnica, incominciando dai sistemi dinamici fran­
genti [26] e dai sistemi reologici ereditari [27].

In un altro lavoro, seguendo l’ordine delle idee della program m azione 
dinam ica [28], già utilizzata dal primo degli A utori per lo studio dei problemi 
al contorno per i sistemi a derivate parziali non ellittici, come pure quello con­
cernente l’applicazione dei criteri sufficienti di M. Picone per il m inimo asso­
luto di un integrale pluridim ensionale dipendente da un vettore a più compo­
nenti e dalle derivate parziali di questo, d ’ordine qualsivoglia [29]-[30], si 
studiano alcuni problem i degli spettri spettanti ai sistemi integro-differenziali 
considerati, m entre nelle note [31 ]—[32], prendendo le mosse da una M emoria 
oram ai classica d i M.  Picone e Gaetano Fichera che espone le nuove basi fun­
zionali analitici dei metodi della risoluzione e dei problem i di esistenza relativi 
ai sistemi lineari a derivate parziali [33], si espongono certi aspetti com puta­
zionali di quest’altro nuovo m etodo di vasta portata  di Picone.
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