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Meccanica. — Moto di una particella di prova elettrizzata e non
gravitante nella teoria gravitazionale einsteiniana. Nota di EmivLio
CLAUSER, presentata ™ dal Socio B. Finzr.

%

Dalle equazioni di puro campo della teoria gravitazionale einsteiniana
Infeld e Schild hanno dedotto la legge della geodetica per una particella di
prova puramente gravitante, definita mediante un processo limite e rappre-
sentata da un polo di primo ordine [1]. 4 ‘

Chase ha esteso questo procedimento ad una particella di prova elettri-
camente carica, oltre che gravitante; dalle equazioni gravitazionali einstei-
niane con tensore energetico identico al consueto tensore di energia elettro-
magnetica maxwelliana, egli ha infatti dedotto che il moto di questa particella
¢ individuato da una linea oraria temporale soluzione della equazione tenso-
riale di Lorentz nello spazio-tempo riemanniano incurvato soltanto dalle -
masse e dal campo elettromagnetico indipendenti dalla particella stessa [3].

L’intera trattazione di Chase sussiste anche quando pill particolarmente
la particella di prova & soltanto gravitante; l’equazione tensoriale di Lorentz,
sua conclusione, si riduce allora alla legge della geodetica, e cid sia quando
lo spazio-tempo riemanniano & incurvato da masse e da un campo elettro-
magnetico, sia quando, ancora pilt semplicemente, esso ¢ incurvato soltanto
da masse con che essa rida il risultato di Infeld e Schild. Dalla trattazione di
Chase resta invece necessariamente escluso il caso della particella di prova
elettricamente carica e non gravitante.

In questa Nota risolvo appunto questo caso, che non mi risulta discusso
altrove, completando cosi il quadro che contiene i risultati di Infeld e Schild,
e di Chase. A tal fine, come nei lavori dianzi citati, considero dapprima una
particglla non di prova, la quale sia perd elettricamente carica € non gravi-
tante, contraddistinguendola con uno scalare reale g, positivo o negativo,
sua carica intrinseca, e rappresentandola con un polo di primo ordine imposto
al tensore fondamentale di uno spazio—tempo riemanniano R, il quale descriva
una linea oraria temporale Ly di R, incurvato non soltanto da masse €
da un campo elettromagnetico indipendenti dalla particella, ma anche dalle
azioni elettromagnetiche esercitate dalla particella stessa. Faccio poi tendere
g a zero; nell’ipotesi che R, tenda al «campo base» Ry, soluzione delle
equazioni di campo in assenza della particella e percid da essa indipendente,
Ly, tende ad una linea oraria temporale L di Ry, che suppongo regolare;
identifico allora una particella di prova di massa intrinseca nulla-ed elettrica-
mente carica ad un corpuscolo di linea oraria L. Per determinare L procedo
analogamen{e agli Autori citati, ritenendo innanzitutto il tensore fondamen-

(*) Nella seduta del 17 giugno 1965.
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tale di Ry, sviluppabile in una serie di potenze intere di ¢, convergente per
valori di ¢ prossimi allo zero in un conveniente intorno di un opportuno tubo -
di flusso che abbraccia L, ed esterno ad esso; le equazioni di campo si spez-
zano allora in due gruppi: quello costituito dalle equazioni tensoriali del campo
base, e quello formato dalle equazioni (non tensoriali) che raggruppano i
termini dipendenti dal parametro ¢. L’equazione della linea oraria L della
particella di prova considerata consegue allora dal sistema di equazioni otte-
nuto da questo secondo gruppo, dividendone ambo i membri per ¢ e facendo
successivamente tendere a zero ¢ stesso. Precisamente, per l'integrabilitd di
questo sistema in un conveniente intorno di L risulta necessario che la linea
oraria L nel campo base di una particella di prova elettricamente carica e
non gravitante, identificata ad un polo di primo ordine, soddisfi ad una equa-
zione di struttura identica alla equazione tensoriale di Lorentz, dove pero,
in luogo del limite del rapporto fra carica elettrica e massa, compare una
costante di ragguaglio che ¢ la medesima per tutte queste particelle di prova
e di misura disponibile purché non nulla.

1. LE EQUAZIONI DI CAMPO IN PRESENZA DI UNA PARTICELLA DI PROVA
ELETTRIZZATA E NON GRAVITANTE. — Le equazioni di campo della teoria gra-
vitazionale einsteiniana sono le seguenti:

<I> Au’(.’» + X EaB =0

(2 Zoplv = Zop,v —&as Lvp —&op Lav = O

in esse

(3) Ay = Ry — - Rygup,

(4> Rﬂ-ﬁ = ng:ﬁ _ Fgﬁ»ﬁ + Fg-’h Fz;ﬁ - Fiﬁ Fid (OC 3 B =0,I1,2, 3))

diconsi rispettivamente generica componente del tensore gravitazionale e del
tensore di Riemann contratto costruito con i simboli di Christoffel di seconda
specie

) T = ‘;‘gm (&ao,p T &op,oa —Lap,o) »
soluzione delle (2), ed

©) R = Ry g

¢ linvariante lineare del tensore contratto di Riemann:
@) , 1 =8xmhct

¢ una costante universale di ragguaglio, essendo % la costante di Cavendish
e ¢ la velocitd della luce nel vuoto rispetto ad un osservatore inerziale che si
avvale di orologi normali. E, ¢ infine il tensore energetico; esso nel caso in
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esame si riduce al tensore di energia elettromagnetica maxwelliana, definito
nella metrologia gaussiana da

8) Eo = Foo F + = 4 SoB Foo F*° = Fy Fos £%° +%ga3 gxggnc Foo Fin,

essendo Fg3 la generica componente del tensore (emisimmetrico) elettroma-
gnetico, soluzione esternamente alle cariche del sistema delle equazioni tenso-
riali di Maxwell nel vuoto

) Fz~/6 =0 3 FGB/\' + Faya + Fyap = Fasy + Flivva + Fyap=o0 w,

Cid posto, consideriamo uno spazio-tempo riemanniano Ry individuato
da un tensore fondamentale le cui componenti

<9) Lo = Lo3 <x0yx1’x2yx3;g)

dipendano oltre che dalle coordinate spazio-temporali %9, 41, 42, 3, anche
da un parametro reale g, carica elettrica di una particella non gravitante, e
presentino un polo di ordine per ora imprecisato in ogni punto di una linea
oraria L, di Ry, ma di ordine invariabile da punto a punto di L. Suppo-
niamo verificate le seguenti condizioni:

@) la generica componente é%,; del tensore fondamentale del campo base
si ottiene annullando ¢ nella (9), -ed & una funzione analitica in ogni punto di
una linea oraria L limite della linea L) per ¢ tendente a zero, ed in un
conveniente 'intorno di L;

) pet un punto P esterno ad L passa un arco di geodetica a carattere
spaziale, che interseca ortogonalmente L. Diremo allora Ly linea oraria di
una particella elettrizzata, ed L linea oraria della corrispondente particella di
prova;

T 0
c) ¢ ll‘m &as (0,21, 22,43, 9) = gug = gop (20, 21, 22, 23, O);

d) esternamente ad un conveniente tubo di flusso che abbraccia L(y)
ed in un suo intorno opportuno, le (9) si possono sviluppare nelle serie

0 1 22
(10) gop =ELup + 98us + ¢2&up + -+ -,

uniformemente convergenti in corrispondenza ad ogni valore reale di g appar-
tenente ad un conveniente intorno del valore ¢ = o; grazie all'ipotesi am-
messa per la (9), i coefficienti delle successive potenze di ¢ hanno un polo

(1) Cfr. ad esempio, cap. XI e cap. XII del loco citato in [3]. Qui € nel seguito, la virgola
indica derivazione parziale ordinaria rispetto a coordinate -spazio-temporali 0, zl, 22, 23
di ugual indice} la sbarra derivazione tensoriale. Come per le formule tensoriali, anche per
quelle non tensoriali verra omesso il simbolo di sommatoria relativo ad indici uguali e co-
munque collocati; infine gli indici greci qui e nel seguito assumono i valori 0,1, 2, 3, gli
indici latini 1 soli valori 1,2, 3.
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del medesimo ordine in ogni punto di L, . Grazie alla (10) & poi verificata
Uipotesi ¢), essenziale in questo procedimento @;

¢) in ogni punto di L., il tensore elettromagnetico della particella
ha un polo che rappresenti una carica elettrica puntiforme di linea oraria L,
in Ry,.

Come ¢ possibile, attribuiamo infine dimensione di lunghezza a ciascuna
coordinata spazio—temporale x®, assumendo in particolare come coordinata
temporale x0 il tempo rémeriano ¢#; le componenti del tensore fondamentale
dello spazio-tempo R, e del campo base R, sono allora puri numeri.

2. LE EQUAZIONI CARATTERISTICHE DELLA PARTICELLA DI PROVA. —
Grazie alla (10) e per le (4), (5) e (6), la generica componente (3) del tensore
gravitazionale si pud esprimere formalmente mediante una serie di potenze
del parametro reale g, ad esponenti interi e positivi. La linearitd delle equa-
zioni di Maxwell (1) permette di rappresentare cosi la generica componente
Fys del tensore elettromagnetico soluzione delle (1) in Ry,

(1) Fio = Fas + sFro = .Fis + ¢ Fi,

essendo ,F;; la generica componente del tensore elettromagnetico indipen-
dente dalla particella (non di prova), ed ,Fi; I'analoga componente del campo
elettromagnetico generato dalla particella considerata, che riterremo propor-
zionale a ¢, con che "F,, dipende dalla particella, ma non da g. Analogamente
alla componente (3) del tensore gravitazionale, per la (10) e per la (11) anche
la generica componente (8) del tensore di energia elettromagnetica maxwel-
liana si puo esprimere formalmente mediante una serie di potenze di ¢g. Ri-
terremo poi che questi due sviluppi in serie abbiano un campo di uniforme
convergenza comune con quello dianzi supposto per lo sviluppo (10). Ivi il
primo membro della (1) si pud allora esprimere mediante una serie di potenze
di ¢ ad esponenti interi e positivi, con il primo termine indipendente da g¢;
‘la (1) si spezza cosi nella equazione tensoriale (1), riferita al campo base, ed
in un sistema di equazioni non tensoriali.

Da quest’ultimo, dividendo per ¢ ambo i membri e facendo successiva-
mente tendere a zero g, consegue:

1 1

(12) Aaﬁ =—Y Eag s con
1 1 L0 1o 1

(13) Aup = Rog — — &op Risg* + By, essendo
1 1 0 10 0o 1

(14) Bop =— 5 R™ (g10&0ap + 10 £op) -

(2) Come nelle (10), anche in qualunque espressione del seguito ogni. fattore delle suc-
cessive potenze di ¢ sard contraddistinto da un indice ad esso sovrapposto; una quantitd che
non dipende da ¢, la quale riguarda quindi esclusivamente il campo base, sara invece contrad-
distinta da un indice zero ad essa sovrapposto.
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Introducendo nella (2) lo sviluppo (10) arrestato ai termini di primo
grado in ¢, risulta
1 0 1 1 1
(15) Top = 58" (faosp + Lope — Lap,o) -

Tenendo conto nella (4), delle (5) riferite al campo base, e delle (15), si pud
1

calcolare Roqp , e successivamente esplicitare il primo membro delle (12),
definito dalla (13). Dalla (8), per la (10) e per la (11), si trae infine:

1 1 0 .
(16) Eaﬂz,FW,FuﬁgW—[—g”“ (Fas *Fuﬁ‘l‘*FactFuﬁ)""
. 0 10 1 0 o 0 o0 1
._I_:‘FQG‘FAn(gangggnc_l_gaﬁg-)\:@g"]d_!_gaﬁgl@gﬂ“)-+-

0 0 o
+ 711“ &ap &4 1% (Fys *Fiy + *Fos [Fa), essendo

1 1 0 0
ng = _—gYQ ng‘« gQG.

3. SCELTA DEL RIFERIMENTO SPAZIO-TEMPORALE PER IL CAMPO BASE. —
Come ¢& possibile grazie alla ipotesi &) del § 1, e grazie alla supposta rego-
larita della linea oraria L. della particella di prova, riferiamo il campo base a
coordinate geodetiche (o di Fermi) relative ad L, con che in ogni punto di L &

0 0
(II) Lop = Map ; LoBy =0, cCON Moo= 1,%0; =0, %Nig == — Ois [4]
Grazie alle (II) in un generico punto del campo base & allora
0 0 0 0
(I11) Zap = Nap + up con (@)r.=0 , (@upy)L= O.

Indicando la generica delle precedenti coordinate geodetiche ancora con x°,
siano

(17) x = (a0) (s=1,2,3)
le equazioni parametriche di L. Particolarizziamo ulteriormente il riferi-
mento geodetico introdotto con la condizione che in un punto Q di L prefis-
sato ad arbitrio, sia ’

(18) b () =(Z)y =0

essendo X la generica delle coordinate spazio-temporali di Q nel riferimento
geodetico cosi precisato.

4. CARATTERIZZAZIONE ANALITICA DELLA PARTICELLA DI PROVA ELET-
TRIZZATA E NON GRAVITANTE. — Introducendo le combinazioni lineari
1 1 I 1
(19) Yop =&ap ™ 5 Naprn 1 >

indicando con A l'operatore di Laplace in coordinate cartesiane ortogonali
dell'ordinario spazio euclideo tridimensionale, le (12), grazie alle (III), e
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per le (13), (4), (5) e (15), assumono la forma seguente:

1 1 1 1
Avgo = Yoms,ms — 2 Ngg = 2 1 Eyg

1 1 1 1 1 1
AYO:' — YO0s,5¢ — Yis,s0 + Y00,:0 — 2 AOi =2 XEO’.
(Iv)
1 1 1 1 1 1 1
AYz‘k T Yis, ks — Yhs,is -+ Sz'k Yms,ms + Yo07,0% + Y0£,0; — 2 Sz Yos,0s +

1 1 1 1
~—Yiz,00 + O Yo0.00 — 2 Ap=2 L Eis;

1
in questo sistema, 2 A,p indica I'insieme dei termini della (13) che dipendono

anche dalle quantita gaﬁ definite dalla (III), e quindi in particolare include

1
anche tutti i termini della (14); E.s ¢ infine precisato dalla (16). Per il seguito
¢ opportuno sostituire nel sistema (IV) le sue attuali variabili indipendenti,
che sono le coordinate geodetiche x* dianzi indicate, con le variabili

) 20, 2° = x° — & (20);

cio ¢ possibile poiché le due quaterne (V).ed x* si corrispondono biunivoca-
mente. Posto allora

3
(20) = ;k (*2,

diremo. ordine p di una funzione f (s, #2, 23, %) il massimo numero reale

in corrispondenza al quale esista e sia finito il lim f#~#; introdotto un sistema
7—>0

di coordinate geografiche O, 7, %, ¢ dell’ordinario spazio euclideo tridimen-
sionale, particolari funzioni di ordine p sono quelle rappresentabili in un
conveniente intorno di O, O eventualmente escluso, con le funzioni

(21) ;Eﬂ’ﬁnp(%,cp,xo),

ove , & una funzione disponibile. Diremo le (21) funzioni di ordine proprio p,
e le denoteremo anche in seguito con un indice sottostante il simbolo di fun-
zione [5]. In particolare, grazie all’ipotesi @) del § 1, ed alla seconda ed alla
terza delle (III), in un conveniente intorno di L &

0 0
Qop = @ogir (20) 27 2% 4 - - -5

per le (20) 2.16 ¢ quindi una funzione di ordine 2.

Dal § I e per la (19) segue che alla linea oraria L di una particella
di prova elettrizzata e non gravitante, & imposta la duplice condizione di
perméttere al sistema (IV), nell’ipotesi ) dello stesso paragrafo, di avere una

1
soluzione in un conveniente intorno di L. costituita da funzioni vy delle quali
almeno una abbia un polo di ordine prefissato in ogni punto di L. Imponiamo
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1
a questo polo di essere del primo ordine. In un opportuno intorno di L,y
si puo allora rappresentare come somma di una funzione Yaﬁ (ossia di ordine

proprio — 1) con una funzione Haﬁ ivi derlvablle parZIalmente rispetto ad
ogni sua variabile indipendente sino alle derivate parziali seconde incluse,
per essere il sistema (IV) di secondo ordine rispetto a tutte le variabili indi-

1
pendenti x% e quindi pure rispetto alle variabili (V). In I, Hgg si pud pertanto
sviluppare rispetto alle tre variabili # mediante la formula di Mac-Laurin

1
arrestata alle derivate parziali seconde; ivi H,g & dunque una funzione di ordine
non inferiore a zero, e si pud quindi rappresentare in I come somma di una

1 1
funzione 'ga,g di ordine proprio zero, con una funzione /4 di ordine uguale o

maggiore di uno. In definitiva, L. & dunque sottoposta alla duplice condizione
di permettere al sistema (IV), nell’ipotesi @), una soluzione rappresentabile
in un opportuno intorno I di L con le funzioni

1 1

1 1
(22) Yo =_Y1a3 + O'Ya[s + fup (¢,B=0,1,2,3).

S. CONTRIBUTO DELLA PARTICELLA DI PROVA AL TENSORE ENERGETICO. —
Determiniamo ora i due addendi di ordine proprio piti basso della gene-
rica componente ,F;, del campo elettromagnetico maxwelliano generato da
una particella non di prova, elettricamente carica e non gravitante. Esplici-
tiamo a tal fine la prima delle equazioni di Maxwell (I) sostituendo in essa

0
lo sviluppo (10), e con geg espresso dalla prima delle (III). Detto % I'ordine
di ,Fjs e ricordando che per la (11) ,F;; ¢ supposto proporzionale a ¢, la
prima delle equazioni di Maxwell (I) si esprime allora cosi

(23) nve pFac,v +---=o0,

i puntini indicando addendi di ordine superiore ad % ed addendi dipendenti
da potenze di ¢ di grado superiore al primo. Le equazioni dei due ordini pitt
bassi (4 — 1) ed 4, tratte dalla (23), risultano cos{ le seguenti

(24) v pIF =0 U=r,h+ 1),

e coincidono quindi con le equazioni che in un riferimento inerziale Q dello
spazio—tempo pseudoeuclideo impongono al tensore elettromagnetico di essere
solenoidale. Ora l'integrale generale della seconda delle (I) & espresso da

sFap = Qo — Ppja = Pa,p — Ppoas

con ¢, vettore arbitrario dello spazio-tempo pseudoeuclideo. Consideriamo
allora il campo elettromagnetico maxwelliano creato da una carica puntiforme
g. genericamente mobile rispetto ad L. Sostituiamo successivamente nella (24)
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lo sviluppo in serie di x0 del relativo potenziale spazio—temporale di compo-
nente generica @,, riferendolo ad €, ritardato, anticipato e della loro semi-
somma. Riferiamoci d’ora in poi all’istante X0. Si constata allora facilmente che
ad p;FW contribuisce soltanto il primo termine di ¢,, il quale & comune a

tutti gli sviluppi in serie precedenti e vale g»—! [6]. Nella (24) & allora
h =—2; per [ = & = — 2 la soluzione della (24) ¢ espressa da

(VID) sEa=0 , ,Fu=gi,

Per le (VII), dalla (16) segue

1
(25) Ew =0  per ¢=3,

-q
L -1 s L -1 T —1 T4 -1 T
(26) Ez(m =7, eF.a y E,'k =7 gF.o -|— 7,5 ,F,o — Sz',ér,.\‘ 8F.0 y
- -2
il soprassegno indicando che la quantita da esso affetta & valutata nella posi-
zione occupata dalla particella di prova.

6. DEDUZIONE DELLA LEGGE DI MOTO DELLA PARTICELLA DI PROVA
ELETTRIZZATA E NON GRAVITANTE. — Grazie alle (22), (25) e (26), in un
conveniente intorno spaziale I* di Q il sistema (V) si spezza in un sistema

differenziale di funzioni incognite }:ag ed in due ulteriori sistemi Sz ed Sa
di rispettivi ordini propri —3 e —2, intendendo per ordine di una
equazione l'ordine proprio comune ai termini che vi intervengono tenendo
conto delle eventuali derivazioni alle quali i termini stessi sono sottoposti,
e per ordine di un sistema il minore degli ordini delle equazioni che lo
costituiscono, oppure quello comune a tutte le equazioni del sistema stesso.
Suppostl 1ntegrab111 in un conveniente intorno I* di Q i due sistemi Sz e Sz, ed

indicando con Ya,a (¢ =+ 3,-+2) la generica funzione di un sistema solu-

zione in I* di Sg e di Sz, nel medesimo intorno di Q costituiscono pure soluzioni

di Sg e di Sz i seguenti sistemi di funzioni nei quali 4, (21, 22, 23, x9) indica una
—g+1

funzione prefissata ad arbitrio fra quelle di ordine (—g 1) e parzialmente

derivabile due volte rispetto a tutte le variabili indipendenti z* ed x9:

1 1 1
Yoo = Yoo—éopg 4655 5 Yom="Yom -+ com, con
—¢ —g+1 —g+1 —¢ —q —g+1
L ° def. 4 def.
(VIII) ¢ Com = 00,m—bm,p & € Cmo = Com;

—¢+1  —g+1 —g+1 —¢+1  —g+1

1 .
Ymnz*Ymn‘I"bm,n‘l_bn,m Smn (50,15?-{—5? p) (m y =1 ,2,3);

-7 —¢ —¢+l =g+l —¢+1 —¢+1
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risulta infatti che S ed Sz non impongono alcuna condizione alle 6, . Ad
—¢+1
agevolare la determinazione delle condizioni di integrabilith in I* di Sz e
1
di Sg, imponiamo allora alle rispettive funzioni incognite yo5 (¢ =-1,0) di

7
soddisfare alle quattro condizioni non tensoriali

1
(27> e Yap,,\' =0,

le derivazioni essendo riferite alle coordinate geodetiche x® Cid & possibile:
le (27) espresse mediante le variabili indipendenti (V) impongono infatti alle
soluzioni di Sg e di Sz le condizioni

1 1 , i '
(28) Yu:,:‘i"YaO,sE = Ya0 (“20,1,2,3),(g21,0),
—q 4 —¢—1
il puntino indicando derivazione parziale rispetto ad x0; alle (28) si pud soddi-

sfare assumendo le soluzioni in I* di Sg e di S; della forma (VIII), con le 4,
—g+1

disponibili, con che le (28) si trasformano in un sistema di equazioni diffe-

renziali nelle 4,, che risulta incondizionatamente integrabile in un conveniente
—¢+1

intorno I* di Q. Pertanto le equazioni (28) non soltanto sono compatibili con i
due sistemi S3 ed Sz, ma altresi in un conveniente intorno di Q le condizioni
di integrabilita dei sistemi Sg, Sz e (28) si riducono a quelle dei due sistemi Sg
ed Sa.

Equivalenti ai sistemi S3, Sz e (28), sono, come ¢ facile constatare, i due
seguenti: '

1 1 5 . . 1 1 .
(IX} (29> A_Yfﬁ _Z?ﬁ,ms Em Ef =0, (30) '_Yiu,: + IixO,: ES =0
1 1 . T, ! . 1
S (31) AYas — Yopms 87 & = —Yop,s & — 2 Yap,s & + 27 Egp
0 0 -1 -1 —
(IX) .
1 FER
8 (32> 'gcu,: + 'OYaO,: ax :;YlaO (O(, 5 B =0,1,2, 3);

1 :
con E, precisato dalla (26) e con tutte le & nulle.
-2

Stabiliamo condizioni di integrabilita dei sistemi (IX) e (X) relative ad
un conveniente intorno I* del punto Q di L, di coordinate X¥* nel riferimento
geodetico precisato alla fine del § 3. Integrando la (29) risulta all’istante x°

1
(33) X?B =Daﬁ7_1 <°?‘:B=Oy I, 273)’

con Dgg costante arbitraria. Dalla (30) si trae allora che all’istante X0 &

1 ) 1

(XI) Yor=0 .,  Y#=o.
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Dalle (XI) e dalla (33) consegue pertanto che affinché il sistema (IV) ammetta
una soluzione con un polo di primo ordine nel punto Q occorre che all’istante
X0 sia

1
(34) Yloo =Dr-1,

con D costante disponibile fra quelle non nulle. Dalla (31), per la seconda
delle (XI) e per la terza delle (26), si trae, integrando, che all’istante X0 &

1 . — -
(3 5) ‘\gl} =L (eFfO 75+ eF%O 78— 8:‘/% 7, s th()) s

nulla essendo la funzione armonica additiva della (35), perché di ordine pro-
prio nullo, e regolare. Derivando ora parzialmente la (30) rispetto ad 9, con
« = 0, e la (32) rispetto ad #* con « = 7, risulta all’istante X©

o1 1 "
(36) Y(]):,.r + Y;)O,: a:: 0o

1 i
(37> Yz’:,is = Yo0s,s »
0 -1

i
eliminando vy,,; fra la (36) e la (37), e sostituendo nell’equazione cosi otte-
nuta le determinazioni (34) e (35), risulta all’istante XO:
(38) D :;;.r =-—2y ,Ffo, con D ==o.

Affinché i due sistemi (IX) e (X) siano integrabili in un conveniente intorno I*
del punto Q di L. occorre dunque che L soddisfi nel punto Q alla condizione
(38). Ma la (38) ¢ stabilita in ogni particolare riferimento di Fermi coordinato
ad L che ¢ precisato dalla (18). In un generico riferimento del campo base
la condizione precedente & pertanto espressa dalla equivalente condizione
 che nel punto Q L soddisfi alla relazione tensoriale

d2ka dxh di*

0'11 — T dxh
(39) ds? + FM" s das 2 7D~ FS

ds

Ma Q ¢ un punto di L prefissato ad arbitrio. La (39) & pertanto I’equazione
tensoriale che individua nel campo base la linea oraria L di una particella
di prova elettrizzata e non gravitante, identificata ad un polo di primo ordine
imposto alle ';ag in ogni punto di L; essa ¢ stata dedotta dalle equazioni di
campo (1) e (2) tenendo conto della rappresentazione dianzi richiamata della
particella di prova considerata. Ricordando poi che i due sistemi (IX) e (X)
equivalgono al sistema costituito da Sg, da Sge dalla (28), e che le condizioni
di integrabilitd di questo sistema coincidono con quelle del sistema costituito
soltanto da Sy e da S3, si pud inoltre affermare che la condizione imposta ad
L dalla (39) € necessaria per I'integrabilitd in un conveniente intorno I* di Q,
del sistema costituito da Sz e da S3. Nella (39), x & la costante universale N,
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D ¢ invece una costante reale disponibile fra quelle non nulle, e, grazie alle
(34), (19) e (10), identica per tutte le particelle di prova ivi considerate, ed
infine dimensionata come il reciproco di un potenziale elettrico, per avere
assunto puri numeri le componenti del tensore fondamentale di Ry, e del
campo base. L’affermazione finale dell'introduzione risulta dunque provata,
e concludo con essa.
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