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Geometria. — /ntorno a certe k—calotte di S;, (g dispari) .
Nota di Craupio D1 Cowmite, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

In uno spazio di Galois Ss , (B. Segre [8]), ogni quadrica ellittica, com’e
noto (B. Segre [6]), & un ovaloide, cioé una calotta d’ordine massimo. Vice-
versa, ogni ovaloide & una quadrica ellittica solo se ¢ & dispari (B. Segre [6],
A. Barlotti [1]), mentre, se ¢ & pari (g > 2), esistono ovaloidi che non sono
quadriche ellittiche (B. Segre [7]).

Mediante quadriche ellittiche, inoltre, B. Segre ha costruito in [6] A—calotte
complete di Ss,,, tali che

@Pt+eg+az=it<@+ 39+ 62

In questo Nota, si utilizza una opportuna superficie del 3° ordine, per
costruire certe £—calotte di S3,, (¢ dispari), non contenute in ovaloidi. In parti-
colare si determinano 2o-calotte complete di Ss;, 36—calotte complete di
Ss,9 e si riottengono le 8—calotte complete di S; 3 gid determinate da B. Se-
gre in [6].

I. PRELIMINARI. — Nello spazio proiettivo a 3 dimensioni S;,, sopra
il campo finito ¢ di caratteristica p 9= 2 e ordine g = p*, si introduca un si-
stema di coordinate omogenee (x1,%2,23,24) e siano O; G=1,2,3,4) i
vertici del tetraedro fondamentale ed w; le relative facce opposte.

Si consideri la superficie F del 3° ordine di equazione x1 22 x3 = x3 . Gli
unici punti multipli di F sono i punti O,(j=1,2,3); perognij=1,2,3,
O, ¢ doppio ed il cono tangente in O, si spezza nei piani ;, w;, essendo
J»J',7" una permutazione di 1,2, 3; il piano w; interseca I nella retta
0;» Ojr , da contarsi tre volte; le tre rette O;; O;r» di wa sono le uniche rette
appartenenti ad F. Considerato, ad esempio, il punto Oi, ciascuna delle
(g—1)? rette di Sz , per O1, non appartenenti ai piani wz, w3, w4, interseca ulte-
riormente F in uno ed un solo punto, necessariamente in Sz ,. Si conclude che:

I) F contiene ¢> 4 ¢ + 1 punti di S;,.

Ogni piano, distinto da ®;, wa, per la retta O; O;n (7,/',7" permu-
tazione di 1,2, 3) interseca ulteriormente F in una conica non degenere
passante per Oy, Opr .

Nel seguito si supporra sempre, salvo esplicito avviso in contrario, g>3.
In tale ipotesi, si provera che: ‘

IT) Se N, (=1, 2,3) sono tre qualsiansi elementi distinti di ¢ — o,
esiste, per ogni j = 1,2, 3, una (e, ovviamente, una sola) quadrica, Q, con-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di ricerca matematici del
C.N.R.

(**) Nella seduta del 13 novembre 1965.
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temente le tre comiche sezioni parziali di ¥ con ¢ piani di equazioni x; = N x4
((=1,2,3). Q ¢ a punti parabolici, iperbolici, ellittici a secondo che

(1.1) N+22+B—2 0k +2eds+ 23h)

sita nullo, quadrato non nullo in o, non—quadrato in o.

Poiché I'equazione di F non varia se si effettua una qualsiasi permu-
tazione dei punti O; (7 =1, 2, 3) del riferimento, & sufficiente fare la di-
mostrazione per un determinato valore di 7. Si assumerd ; = 3.

Si consideri la quadrica di equazione

(1.2) M hedsxrae—x3 + (M +he + As) w3 ¥4 — (M A2 - A As + As M) 4% = o.

Per ogni /=1,2, 3, 1l piano x3 = A\, x4 la interseca nella conica di
equazioni x3 = A, %1, A, ¥1 42 = x; , la quale appartiene ad F; quindi la qua-
drica (1.2) contiene le tre coniche sezioni parziali di F con i piani x3 = A, x1.

Indicata con Q detta quadrica, il piano wz, tangente a Q in Oy, la in-
terseca secondo due rette coincidenti (appartenenti necessariamente ad S;,),
distinte appartenenti ad Ss,, coniugate in una estensione quadratica di o, a
seconda che (1.1) sia nullo, quadrato non nullo in 6, non-quadrato in ¢ e
quindi corrispondentemente () & di tipo parabolico, iperbolico, ellittico.

Risultera utile nel seguito la seguente proposizione:

III) Esiste un sottoinsieme y di 6 — 0O, contenente almeno tre elementi,
tale che siano soddisfatte le seguenti proprieta:
(@) per ogni terna (M, A, N\3) di element: distinti di vy, [lespres-
sione (1.1) é un non—quadrato in o,
(b) per ogni M€ o —~y —o, esistono due elementi distinti di Y ,hs
e N3, tali che la (1.1) sia un quadrato in o.

Poiché ¢ & finito, per provare l’asserto ¢ sufficiente dimostrare che esi-
stono tre elementi distinti di 6—o0,A (=1, 2, 3), tali che (1:1) sia un
non—-quadrato in o.

Si osservi che, se nella (1.1) si pone A3 = — Az, si ottiene

(1.3) N4,

Si supponga inizialmente ¢> 5. Fissato un elemento @€ ¢, non—quadrato
in o, si consideri, nel piano proiettivo Sy, sopra o, la conica I' di equazione

2 2 2
X1+ 425 = ax3.

Essendo ¢ > 5, esiste un punto P di Sy, appartenente a I', ma non alle
rette 3 = 0,x1 = &+ %2, € siano A1, Az le sue prime due coordinate omo-
genee; allora A1 € A2 sono non nulli, poiché le rette x;1 = 0 e x3 = O sono
esterne a I' (essendo @ un non—quadrato in o), i tre elementi A1, &+ Az sono
distinti, poiché P non appartiene alle rette x1 = =+ x2, e I’espressione (1.3)
& un non—-quadrato in 6, in quanto P appartiene a I' ma non alla retta x3 = o.
Quindi A1, A2 € A3 = — A2 sono tre elementi distinti di 6 — o tali che la (1.1)
sia un non—quadrato in .
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Se ¢ = 5, in ogni terna di elementi distinti di 6 — 0, ve ne sono due
opposti, d’altronde gli unici due valori che pud assumere in ¢ l'espressione
(1.3), con A1, A2 non nulli € Ay =F & %2, sono =+ 2, entrambi non#quadrati
in o; si conclude con l'asserto. Si & inoltre provato che:

IV) Se g = 5, per ogni terna (M, As, \3) di elementi distinti di ¢ — o,
Despressione (1.1) é un non—quadrato in o, cioé lunico sottoinsieme di 6 — o
verificante le proprieta espresse nella 111) é ¢ — o stesso.

Osservazione. — Se p = 3 (g > 3), la (1.3) risulta uguale a Aj+23 . Siano
allora p e v due elementi distinti di 6 — 0, quadrati in 6; comunque si con-
siderino, tra le 4 radici quadrate di @ e v, tre elementi (distinti), A1, Az,
A3, la (1.1) assume il valore g + v. Poiché, come risulta dalla dimostrazione
della III), in o esistono sempre due quadrati distinti non nulli la cui somma
€ un non-quadrato, si pu¢ affermare che, se p = 3 (g > 3), esiste un sot-
toinsieme v di ¢ — 0, comtenente almeno 4 elementi, tale che siano verificate
le proprieta (a) e (b).

2. #-CALOTTE DI S3, DEDUCIBILI DALLA SUPERFICIE F. — Si proverd
la seguente proposizione:

V) Sia v wun sottoinsieme di 6 — 0 verificante le proprieta espresse
nella 111) e sia m, 3 <m < q—1, ¢l numero dei suoi elementi. Per ogni
7 =1,2,3, ¢ punti delle coniche sezioni parziali di F con i piani di equazioni
X = Wra, N €Y, ed il punto O; costituiscono una (m (g — 1) 4 3)-calotta, K,
di Ss,, non contenuta in un ovaloide. Per ogni punto di ¥ non appartenente a
K passa almeno una secante di K. Se g =1 (mod 3), aggregando a K il punto
Ou, st ottiene amcora una calotta.

Come si & gid avuto occasione di osservare, ¢ sufficiente considerare un
determinato valore di j e sia j = 3.

Ogni piano di equazione x3 = Axa, A € 6 — 0, sega F nella retta O1 Oz
ed in una conica non degenere passante per Op, Oz; si denotino con
C,or=1,---,m)el',(s=1,--,9—m—1) le coniche che si ottengono
rispettivamente per A€y ¢ A€c—y—oO.

Dalla II proposizione, per le ipotesi fatte su vy, segue che:

(a") tre qualsiasi coniche C,, distinte, appartengono ad una quadrica
ellittica; .
(b") per ogni conica T, esistono due coniche C,, distinte, tali che la
quadrica che contiene le tre coniche sia rigata (di tipo parabolico o iper-
bolico). ,

Dalla (a’) si deduce che gli 7 (¢ — 1) 4+ 2 punti delle coniche C, @) costi-
tuiscono una calotta H. Poiché Oz & doppio per F, aggregando ad H il punto
O3, si ottiene ancora una calotta, K. ‘

Per ogni punto P di F non appartenente a K passa una secante di K.
Infatti, o P gppartiene ad una delle rette O102,0203,0301, secanti di K,

(1) Si ricordi (B. SEGRE [6], p. 4) che ogni conica non degenere di Sz,, contiene ¢ + 1
punti di Sg,4.

17. — RENDICONTI 1965, Vol. XXXIX, fasc. s.
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oppure ad una delle coniche I'; e, in tal caso, per la (b"), per P passa una
secante di H e, quindi, di K.

La calotta K non ¢& contenuta in un ovaloide, cio¢ (B. Segre [6], p. 69,
Teorema I) in una quadrica ellittica, poiché tre qualsiasi coniche C, distinte
appartengono ad un'unica quadrica (ellittica) non passante per Oz (cfr. (1.2)). Si
osservi che se m > 4 nemmeno H & contenuta in una quadrica ellettica, perché,
in .caso contrario, tale quadrica avrebbe in comune con Fm (> 4) coniche.

L’ultima parte della V) si deduce immediatamente dalla seguente propo-
sizione:

VI) Se g == 1 (mod 3), ogni retta di Ss,, per O4 contiene uno ed un solo
punto di Sz, appartenente ad F (in questa proposizione non si esclude che possa
essere g = 3).

Per la I), basta dimostrare che i punti di Ss,, appartenenti ad F sono
a due a due non allineati con O4. E immediato che le rette, che da Og4
proiettano i punti di F appartenenti al piano w4, contengono un solo punto
di F. Si considerino allora due punti qualsiasi di F,Y (y1,52,%3,1) e
Z (z1,%2,23,1), non appartenenti ad wg. Se Y e Z fossero allineati con Og,
risulterebbe y;/z; = p==1(j =1,2,3) e, essendo y1y2¥3 = 212223 = I, ne
seguirebbe p3 =1, il che & assurdo, poiché in ¢ (¢ == 1 (mod 3)) ogni elemento
¢ il cubo di un solo elemento (B. Segre [8], p. 100, n. 79).

3. SULLA COMPLETEZZA DELLE PRECEDENTI A£-CALOTTE DI S3’,q PER I.
PRIMI VALORI DI ¢. — Si provera che:

VII) Se g =3 0 g =35, 2(g —1)? punti di ¥ non appartenenti al piano
w4, 7 tre punti doppi di F (O, j = 1,2,3) ed il punto O4 costituiscono una
(lg — 1)2 + 4)—calotta completa di Sz, @. \

Se ¢ =3, 1 4 punti di F non appartenenti ad w4 si trovano su due coniche
appartenenti a piani distinti e quindi sono a tre a tre non allineati; a questi
si possono aggregare i tre punti doppi di F e, per la VI), il punto Oq4, otte-
nendosi in tal modo una 8—calotta di Ss,3.

Se ¢ = 3, dalle proposizioni IV) e V) segue immediatamente che i punti
menzionati nella VII) costituiscono una 20-calota di Sg 5.

Indicata con L la predetta calotta di Sg, (g =3 0 ¢ = 35), sia P (41,2,
¥3, ¥4) un punto di Sg, non appartenente ad L. Se y4=F 0, una almeno delle
coordinate y;(7 =1,2,3) ¢ non nulla e sia, ad esempio, y1==o0, allora
P appartiene al piano y4x1 = y1 x4, il quale sega L in una conica e contiene
quindi una secante di L passante per P. Se y4=0, o P appartiene ad una delle
rette O102,0203,0301, secanti di L, o P non appartiene a nessuna di dette
rette, ma allora, per la VI), P appartiene ad una secante di L passante per Os.

Se ¢ = 7, si pud provare (la dimostrazione si omette per brevitd) che ogni
sottoinsieme y di 6 — 0, verificante le proprieta espresse nella III), contiene
esattamente tre elementi. In Ss,7, quindi, ogni calotta K contenuta in F,

(2) Per ¢ = 3, si riottengono le 8-—calotte complete di Ss,3 gi2 determinate da B. SEGRE
in [6], p. 71 ultima proposizione e p. 91 Teorema V.
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ottenibile in corrispondenza di uno di detti sottoinsiemi (cfr. V prop.), &
costituita da 20 punti appartenenti ad una quadrica ellittica e da un punto
non appartenente ad essa e, pertanto, il problema della completezza di K
rientra, come caso particolare, nel teorema V, a p. 73 di B. Segre [6].

Si provera infine che:

VIIL) In Ssg esiste una 35—calotta contenuta in F, aggregando alla
quale il punto Ous, si ottiene una 36-calotta completa.

Si supporra in questa dimostrazione che ¢ abbia ordine 9. Allora, posto
F (@ =+ 1, i suoi elementi sono i polinomi in # a coefficienti interi, ridotti
rispettivamente mod f(#) e mod 3.

In o, i 4 quadrati non nulli sono 1,4 ¢ Si indichi con ¥y il sottoinsieme
di 6 — 0 costituito dagli elementi + 1, 4 (#— 1), radici quadrate rispetti-
vamente di 1 e di # Dalla osservazione del n. 1 segue subito che y verifica
le proprieta (a) e (b).

Per ogni A€y, sia C;, la conica sezione parziale di F con il piano di equa-
zione x3 = Axa; per la V), i punti delle C, ed il punto Os costituiscono una
35—calotta, K, di S3g, contenuta in F; poiché 9 == 1 (mod 3), aggregando
a K il punto Og4, si ottiene una 36—calotta, L. Si provera che L & completa.

Indicata con I, per ogni @€ o6 —y—o0, la conica sezione parziale di
F con il piano x3 = wxs, per provare che L ¢ completa ¢ sufficiente dimo-
strare che ogni punto di S39, non complanare con una C,; né appartenente
ad uno spigolo del tetraedro fondamentale, appartiene ad una quadrica rigata
contenente due coniche C, ed una conica I'y, oppure ad uno dei coni che da
O4 o da Oz proiettano le C,.

Per ogni terna di coniche'C;“,C;h,,Fu, si indichera con Qg a,,m la
quadrica che le contiene. Si verifica, mediante la II), che le quadriche
Qu,-1,28 » Qe—1,-#+1, £ ¢+1) sono di tipo parabolico e le quadriche Q41,4¢—1),54,
Qx1,F¢-1),2¢+1) (51 prendano contemporaneamente i segni superiori o quelli
inferiori) di tipo iperbolico.

Infine si indichino con Qj , Qi i coni che, rispettivamente da Oz e da Oy,
proiettano le C,.

Si verifica allora che, segando con il piano ws le quadriche Qj (A €¥),
Qa, 1,26 » Qu—1,—t+1,+ (¢+1)) » Si ottengono le 8 coniche non degeneri appartenenti
al fascio di coniche bitangenti in Oy ed Oz rispettivamente ad O; O4 ed Oz Og.

Analogo risultato si, ottiene segando con il piano w4 le quadriche
QA €7), Quu,—1, 20 Qu—1,—£41, £ ¢4+1) -

Infine, per ogni . € 6—y—o0, segando con il piano x3 = ux4 le qua-
driche Q3 , Qi , Q1,4 ¢—1),F0 » Q1, F¢—1), £(¢+1), S ottengono (come si verifica
effettuando i calcoli) le 8 coniche non degeneri e la conica semplicemente
degenere @ appartenenti al fascio di coniche bitangenti in O1 ed Oz rispetti-
vamente alle, rette x3 = Wx4,x2 = 0 € x3 = pxsa,x = O.

Resta cosi provato che la calotta L & completa.

(3) Ovviamente, essendo 12 le quadriche considerate, qualche conica sezione appartiene
a piu di una quadrica.
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SUMMARY. — By using suitable cubic surfaces, certain A—caps of a three—dimensional
Galois space (not contained in an ovaloid) are constructed, and the existence of complete
203,5 and 363,9 is proved.



