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Fisica matematica. —  Equazioni di campi spinoriali dedotte da 
un unica lagrangiana. N ota I n  di E l i s a  U d e s c h i n i  B r i n i s ,  

presen ta ta  (**} dal Socio B . F i n z i .

Summary. — In  this first paper a sym metric second-rank spinor is shown to be express­
ible by  one potential spinor with one dotted and one undotted index. This result allows 
us, when considering- a general field defined by a second-rank sym metric spinor and by its 
complex conjugate, to derive all field equations from  a variational principle, by  varying 
the potential spinor and its complex conjugate.

U n ben noto teorem a di Clebsch perm ette di scomporre il campo di un 
generico vettore in un campo irrotazionale ed in uno solenoidale. Tale teorem a 
si estende ai tensori doppi em isimm etrici funzioni dei punti dello spazio­
tem po e perm ette di esprim ere un generico tensore doppio emisimmetrico 

m ediante i tensori derivati di due vettori potenziali 9^ e dello spazio­
tempo, secondo la GL

( 0 F[iv 9v/(x ' 9|x/v +  £fiva|3 ^
' ( i , v , a , p = o . ,  1 , 2 , 3' 

=  tensore di Ricci

Il vettore 9^ caratterizza la parte  irrotazionale del tensore ; il vettore 
4b rie caratterizza la parte solenoidale. Ai due vettori potenziali 9^ e 4*v si 
può im porre la condizione di solenoidalità:

(2) 9 ^ = 0  ; 4 V  =  o .

In  v irtù  del teorem a precedente, le equazioni di un campo caratteriz­
zato da un tensore doppio emisimmetrico si possono trarre  tu tte  da un

unico principio variazionale § j* 2 dr  =  o (essendo 2 la densità lagrangiana
X

funzione del campo e dei suoi potenziali e t  una regione qualsivoglia dello 
spazio-tem po), operando una arb itra ria  variazione sui due potenziali che ne 
lasci inalterati i valori al contorno <2>.

In  questa N ota mi propongo dapprim a di stabilire un analogo del teorem a 
di Clebsch per gli spinori doppi sim m etrici, tenendo conto della corrispon­
denza che sussiste fra questi ed i tensori doppi emisimmetrici reali dello spazio- 
tem po pseudoeuclideo.

(*) Lavoro; eseguito nelPam bito dell’attiv ità  dei Gruppi di ricerca m atem atici del C .N .R.
(**) Nella jseduta del 12 febbraio 1966.
(1) Cfr. B. Finzi, S u l principio della minima azione e sulle equazioni elettromagnetiche 

che se ne deducono. Questi «R endiconti» , voi. X II, fase. 4 (1952).
(2) Cfr. E. U desch in i Brinis, Campi fisici bivettoriali e loro genesi variazionale. 

Questi « Rendiconti », voi. X X X IX , fase. 5 (1965).
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Trovo che uno spinore doppio simmetrico ®AB (3) si può sempre esprì­
m ere m ediante le derivate spinoriali di un solo spinore doppio xRS (con uno 
dei due indici puntato  (*)), che chiamo spinore potenziale, le cui parti herm itiana 
ed an ti-herm itiana corrispondono rispettivam ente ai due vettori potenziali 
9m- e ipv del tensore emisimmetrico reale corrispondente allo spinore <J>Ab •

Anche allo spinore potenziale xRS si Pu ò im porre la condizione di sole- 
noidalità ed è anzi possibile dare alla formula che lega lo spinore doppio ®AB 
al suo spinore potenziale una espressione in cui tale solenoidalità è già scon­
tata.

Il risultato  precedente mi perm ette di dedurre tu tte  le equazioni di un 
generico campo spazio-tem porale, caratterizzato da uno spinore doppio sim ­
metrico e dal suo complesso coniugato, m ediante un principio variazionale 
identico a quello che regge i campi tensoriali, operando una arb itra ria  varia­
zione sullo spinore potenziale e sul suo coniugato che ne lasci inalterati i valori 
al contorno.

Stabilisco le equazioni di campo per una generica densità lagrangiana, 
sia quando questa dipende solo da uno spinore doppio e dal suo coniugato: 
2 =  2 (<Dab , ®ab), sia * quando dipende anche esplicitam ente dai rispettivi 
potenziali: £ =  £ ( 0 AB , 0 AB , / RS, XRS)-

Particolarizzando opportunam ente la lagrangiana, ottengo infine le equa­
zioni di M axwell in form a spinoriale e le equazioni di D irac per particelle 
di spin 1.

1. E stensione spinoriale del teorema d i Clebsch.

M ediante lo spin-tensore S ^ ab, emisimmetrico rispetto agli indici tenso­
riali [x, v e simmetrico rispetto agli indici spinoriali A , B, definito dalle:

(3) SfwAB =  -  G rA ^ cB  — ^,CA^C b)

(essendo g ^ A lo spin-tensore fondam entale) <4>, si può stabilire una corri­
spondenza fra tensori doppi em isimmetrici reali dello spazio-tem po pseudo­
euclideo e spinori doppi simmetrici.

(3) M entre gli indici minuscoli greci assumono i valori o , 1 , 2 , 3, gli indici maiuscoli 
assumono i valori 1,2.

(4) Cfr. E. M. CORSON, Introduction to tensors, spinors, and relativistic wave-equations. 
Blackie & Son Limited, London and Glasgow (1953).

La m etrica dello spazio-tem po ha la segnatura -f- •=-----------   : ds2 =  d x 1 d x 5 =
=  dx* -j— {dx1 +  dx2* +  dx32) e le componenti dello spin-tensore fondam entale sono:

I O O I 0 i I O
^0 AB O I 9 ^1 AB I O ’ AB — — i 0 ^3 AB — O — I

(*) Per ragioni tipografiche gli indici puntati sono sostituiti con indici in grassetto.
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A d ogni tensore doppio emisimmetrico reale F„v corrisponde un solo 
spinore doppio sim metrico <Dab :

(4) O a b  =  - S |4vABF1w

e lo spinore doppio sim metrico <J>Ab . col suo complesso coniugato <Ì>AB =  ®AB , 
individua il tensore :

(5) Oab ~b S(jtvAB Oab •

Considerato allora uno spinore doppio simmetrico Oa b , potrem o sempre 
esprimerlo, m ediante la (4), in funzione di un tensore doppio emisimmetrico 
reale F ^ .

A pplicando al tensore F ^  la decomposizióne (1), avremo:

(6) $AB =  — SjavAB (9v/}A —  9 ^  +  <J>a/fJ) .

Poiché le com ponenti del tensore di Ricci si esprimono con la radice qua­
d ra ta  del determ inante della m etrica, il cui valore è — 1 nel riferim ento scelto, 
se il tensore F ^  è reale, i due vettori potenziali 9^ e risultano rispettiva­
m ente reale il prim o ed im m aginario il secondo.

Per la corrispondenza fra vettori dello spazio-tem po e spinori doppi 
(con un indice puntato  e, l ’altro no), che si stabilisce m ediante lo spin-tensore 
fondam entale g aAB , introduciam o gli spinori 9RS e ^LM corrispondenti ai due 
vettori potenziali 9^ e secondo le:

(?) A>RS= r RS9c

e le inverse:

(70 9 a = - ^ aRS9RS

’ OAm ^LM 

j ~  g plm ^LM •

Poiché lo sp in-tensore fondam entale soddisfa la condizione herm itiana: 
faAB ^  A ba > * due spinori 9Rg e ^LM risultano rispettivam ente herm itiano il 
primo ed an ti-herm itiano  il secondo.

L a (6) diventa:

8 0 AB =  S ,vAB T  ( r RS 9 RSM - ^ !)RS < | W )  =

=  7  - ^ ca ^ c b )  ( r K ? RŜ - A A RS/v) + - K . a b  ^  g \ K 4LM/! =

=  A A v  «  f A  +  A b  «  9RS/V +  A b  8c +  A a  «  O  +

^ a CA<?pCB 8 a(5 £Ab)<?°LM  ^ LM/|3 =

( 2  SAM 8 (5LB ‘: +  <PcA £abW  ^ LM/'J

39. -  RENDICONTI 1966, Voi. XL, fase. 4 .
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(essendo ; § c • ' • simboli di Kronecker ed zab lo spinore doppio emisimme-

trico fondam entale: AB =  | | £A B || =
o

- I
che perm ette di passare

dalla rappresentazione covariante a quella controvariante degli spinori e 
viceversa, secondo le: 9a — £ab cpB ; cpA =  sBA <pB).

Tenendo conto de ir identità:

^LM/13
£AM^13LB £AB^|3LM ^ B ^  £A^& |3LM °

si h a  poi:

8 0  0  AB 11 0^ ■p ?CB/|X +  9 C A 11 —  SAM tepLB + LM/P +  *01.“  + LB/P)

II

9 c b M + ^ CB 9 c a / ^

e q u in d i:

(8) 0>A3 =  Y  [ ,^ CA (<PCB +  +cb)M +  g f  B (Tca +  ^ca)^] •

Posto pertanto:

(9) XcB == ^CB “1“ ^CB

si ottiene:

( 10) ^AB =  ~S (^Cb/CA Xca/Cb) *

L a (io ) traduce l’estensione del teorem a di Clebsch per uno spinore dop­
pio simmetrico. U no spinore doppio simmetrico Oab è sem pre esprimibile 
m ediante le derivate spinoriali di uno spinore doppio %RS (con uno dei due in­
dici puntato) che chiam erem o spinore potenziale.

~Lo spinore potenziale ^RS corrisponde, per le (7) e (9), ad un vettore com­
plesso che ha come parte  reale e come parte im m aginaria i due vettori <pa e

^a* In altre parole, la parte  herm itiana ^RS ^  ^SR e quella an ti-herm itiana 
XRs —- Xsr
------— —  dello spinore ^RS corrispondono rispettivam ente ai due vettori po­
tenziali del tensore emisimmetrico reale corrispondente allo spinore simme­
trico Oab •

f^a condizione di solenoidalità dei due vettori <pa e porta alla analoga 
condizione per lo spinore ^RS • D ifatti, essendo:

9r s /RS =  ? 0/p r RS ^ ,RS =  2 8p 9a/p =  2 v j a

e così pure:

*RS/RS ~  2 +«/0

Xrs/RS =  ° -

dalle (2) segue:

(" )
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M entre in linguaggio tensoriale le condizioni (2) sono aggiuntive alla 
form ula (1), in form a spinoriale la ( n )  si può includere nella (io), sem pli­
ficando quest’ultim a in modo che la condizione di solenoidalità sia au tom ati­
cam ente scontata.

Poiché qualunque spinore doppio emisimmetrico si può esprim ere come 
prodotto di uno scalare per lo spinore sAb (5), potrem o infatti porre:

( I2) ^Cb/ Ca ‘ Xca/ CB == P£AB •

Saturando am bo i m em bri con eAB si ottiene:

£AB ( W CA—  Xca/Cb) =  2 P
e quindi:

2.P =  Zcb/CB - X c B/ cb = 2 X cb/cb .

Tenendo conto della ( l i ) ,  la (12) dà:

^ c b / ° a  ~  ^ c a / ° b  *

L a (io) diventa pertanto:

( J3) ^AB =  -J  ^Cb/CA '

L a (13) perm ette di esprim ere un qualunque spinore doppio simmetrico 
^ ab m ediante le derivate spinoriali di uno spinore potenziale yRg a divergenza 
spinoriale nulla.

Mi sem bra interessante sottolineare che nelle formule spinoriali (io ) e
(13) l’unico spinore potenziale yRg riassum e entram bi gli spinori <pRg e <pRg, 
m entre nella form ula tensoriale (1) i due potenziali vettori <pa e tpa costituiscono 
due enti distinti. Nella (13), poi, è anche conglobata la condizione di sole­
noidalità del potenziale.

Osservo infine che, come un  tensore doppio emisimmetrico , rispetti­
vam ente irrotazionale oppure solenoidale, può essere, individuato dal solo 
potenziale <pa oppure <];„, anche uno spinore doppio simmetrico 3>Ab potrà essere 
individuato dal solo potenziale spinore herm itiano <pRS o dal solo potenziale 
spinore an ti-herm itiano  ^RS, qualora verifichi rispettivam ente la condizione:

(14) O / A__  <J) /A _  0
V V  AS/R ^A R / S °

oppure:

<̂ >a s / r A ® a r / As  =  0  •

Infatti, per la (5):

e1" 80 F ,v/e =  t T *  ( S d B 0 AB +  S > B 0 AB)/e =

=  —  2 (^Q C A ^ac B _ _ g Q B  £AB) O ab/o +  2 (£-8A<V BC — g Qa SABJ ^ A B /o  =

=  -  2 ( W CB -  ® AB/AC r Bc)

(5) E . M. CORSON, loco cit., p. 108.
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pertanto  Tirrotazionalità di F^v comporta, per ®AB , la condizione:

(T) /CA p-a B   (f) /AC p-oB —. p.
AB *  C ^ A B  & C U

da cui, m oltiplicando per g aKS, segue la (14).
Così pure, essendo:

T? /v _ C AB h  I Q AB 7R /vr [XV =  -Vv ^AB +  Op,v <PAB =

=  —  (V  CA g  B -----  or CA a  S') (J) / v _ | ---l— (gr AC or B  ------ a  AC p- B N (T) (y __
2  VOjx ò vC  ° v  à> '  ^ A B  ' * v C  <=>v o p , C' ^ A B  —

z = — (<S>Anl C A ----  (£  / C A p .  B 1 (J) IB p- AC ___ <T) / A C p - B \ _
2  ̂ AB/ C *  [x AB ' V A B/ C <5 ^  V A B/ ^  U  “

=  o  /  A p. CB I ( |)  /A p. BC 
A B /C  Sjx ^  A B / C ^ jx

la solenoidalità di F^v com porta, per ®AB , la condizione:

0  /  A g- CB I (J) /A p- BC _ _  q
A B /C  <5|a A" ^ A B /  C<5 ^ U

da cui, m oltiplicando p e r ^ Rg, segue la (15).

2. Campi spin o ria li. D eduzione variazionale delle equazioni di
campo.

a) Lagrangiana dipendente soltanto da uno spinone doppio simmetrico e da l 
suo coniugato.

U n campo fisico spazio-tem porale sia caratterizzato da uno spinore dop­
pio simmetrico 0 AB e dal suo complesso coniugato ®AB.

Consideriam o una densità lagrangiana del tipo:

( 16) 2 = 2 (cpAB , ®Ab).

Per il teorem a (10), diciamo ^Rg lo spinore potenziale dello spinore ®AB e ^Rg 
il suo complesso coniugato, potenziale di 0 AB.

Le equazioni indefinite di campo si possono trarre  dal principio varia­
zionale:

2dT =  o

quando si operi la variazione sui potenziali ^Rg e ^Rg lasciandone inalterati 
i valori al contorno <7 di t .

Per la (10) si ha:

|  S 0 AB =  T  ( S Xc b M ^ CA +  S XCA/tl U b )
( i8)

j S O AB =  y  ( V c i C  ^ CA +  h c A 1*  I „ c b )  •
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D ’altra parte, dette <pRS e ^ RS rispettivam ente la parte herm itiana e quella 
an ti-herm itiana dello spinore xRS, risulta:

(19)
^CB ^CB ^CB

X cB  9 c B ^ C B  =  9 BC ^ B C  ‘

Le variazioni §xRg e ^Xrs S1 PQSSOno cioè esprimere entram be m ediante le 
variazioni indipendenti §9Rg , S^RS •

Si ha così:

S f  £  ( 0 Ab -, ^ a b )  d T  =■ f  8 ®  a b  +  8 ® a b ^  d t  =
3®AB

-  t /  [ ( à ^  +  * )  g P A (8<Pcb +  S+cb)/|ì +
X

( s ® A B  +  a ® B A ) g g  ( ScP b c  8 'J/b c ) /i da («)

e quindi:

s f e - f t - i j
1/ 3£ 353
IV 3^ab 9®ba g E  Se +  3 ® ^ ) ^ aC I S9rs]/m,̂ t4 -

+ \ \  c<t>AB 1 3® b a /

' 3£ d£ W

; ? ® a b  1 ^®BA /

' ^ - 4
3£ W

-)" V a  S e  S b  +

3£ 3£ N

3® a b 1 3® b a

S i 3£ '

3® a b 1 3® b a ,

S i 3£ '

3® a b 1 3® b a -

rR S
M̂ T-f

5 \/m- c *R *S'
g \ iA  ° B  ÒC

g \xA  ÒB °C

§9rs ^ t +

8^RS ^  .

I due prim i integrali del secondo m em bro sono nulli, com esi constata 
trasform andoli in integrali estesi al contorno cr di t e tenendo conto che, su 
a, S<pRg e 8^ rs sono nulli.

Si ha pertanto:

(20) 8 £ dx 7 3L 3£ / +
si 31 \ /

\3® as 1 3®SA/ /  a 1 \9®AR ' 3®ra / / a
X

8 J l l ^ A S  ^  3 ® s a  V a  \ 3 ® a r  ^  3< W / a

+

(6) Si rilevi che, pu r essendo simmetrico lo spinore <DAB (®AB =  <DBA), non è simme-

3£  ■ 3£trico lo spinore ottenuto derivando rispetto ad esso un invariante
9®AB ! ?®BA
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Im ponendo al principio variazionale (17) di essere verificato qualunque 
siano, entro t , §<pRS e S ^ s  , si ottengono le equazioni:

(21)

35 35
30AS

/"

/ 35
\3 0 AS

+

3° S A  / /  A

35 \ /R

+
35

3O

30<SA

A R

35
30A R

+
35 \  j  s

3<W / a

+
W  S

s® r a / / a

=  O

=  o

e, per som m a e sottrazione:

1 i 35

(22)
30AS

+
35

30<- ) / R =  o's a // a

v30
35 35

A R 30 R A /  A
O.

Le (22) sono le equazioni di campo: si tra tta  di otto equazioni nelle sei 
incognite O ab  e ® A b  • Sussistono però le due identità, che le riducono a sei 
equazioni indipendenti:

(2 3 )

35 35
30 AS

35
20A R

+

os
35

=  o

3®»
— O.

R A 7/A  RS

D ifatti, essendo:

35 \ /'R _
?oAS y ARS

35
30 *

35
A S //R S  A SRA 30cS A // ARS

la prim a delle (23) segue im m ediatam ente. L a seconda si dim ostra in modo 
perfettam ente analogo.

b) hagrangiana dipendente da uno spinore doppio simmetrico , nonché d a l suo 
spinone potenziale e dai rispettivi coniugati.

Supponiam o che la densità, lagrangiana, oltre che dallo spinore <DAb e dal 
suo coniugato, dipenda anche esplicitam ente dallo spinore potenziale xRS e 
dal suo coniugato %Rg •

Sia cioè:

(2 4 ) ~ ~ (®AB ’ ^AB > XrS > Xrs)*

Per ottenere le equazioni di campo possiamo procedere come nel caso 
precedente. Si ha  ora:

l  ^(^AB ’ ®AB > XRS ’ Xrs) ^ T ~

3OM SOab +  # - 8 $ a b  +  SxRS) dx30 AB dx-RS 3*RS
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esposto  §XRS — o e S^rs =  o al contorno cr di t , per le (20) e (19) si ottiene:

o ancora:

R icordando le identità (23), si deduce che devono essere verificate le 
relazioni:

( 2 3 ' )

(— )' 9Xrs //rs

( J * - \
' 3'/-SR //rs

=  o  

=  o .

Se, corde di consueto, si impone la solenoidalità dei due potenziali <7> 
XRS e ^RS , le (23') sono due condizioni che vincolano la lagrangiana. In  p arti­
colare esse sono senz’altro verificate allorché £ è funzione quadratica dei suoi 
argomenti.

Se invece si lasciano liberi i potenziali dalla condizione di solenoidalità, 
le (23') possono assumersi come condizioni da im porre ai potenziali stessi in 
luogo di quelle di solenoidalità.

Ciò avviene, del resto, anche per i campi bi vettori ali, cioè per i campi 
caratterizzati da un tensore doppio emisimmetrico ed individuati da due po­
tenziali vettori. Q uando si deducono le equazioni di campo dal principio va­
riazionale (17), si ottengono, per le derivate della lagrangiana rispetto ai poten­
ziali vettori, condizioni perfettam ente analoghe alle (23') 7 (8).

(7) Non si è im posta a priori la condizione di solenoidalità dei potenziali, assumendo 
la (13) in luogo della (io), per lasciarne arbitrarie le variazioni.

(8) Cfr. E, U deschini Brinis, loco citato.


