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Fisica matematica. — FEquazioni di campi spinoriali dedotte da
un'unica lagrangiana. Nota 1 ® di Evisa Ubpgsscuint Brinis,
presentata ©” dal Socio B. Finzi.

SUMMARY. — In this first paper a symmetric second-rank spinor is shown to be express-
ible by one potential spinor with one dotted and one undotted index. This result allows
us, when considering a general field defined by a second-rank symmetric spinor and by its
complex conjugate, to derive all field equations from a variational principle, by varying
the potential spinor and its complex conjugate.

Un ben noto teorema di Clebsch permette di scomporre il campo di un
generico vettore in un campo irrotazionale ed in uno solenoidale. Tale teorema
si estende ai tensori doppi emisimmetrici funzioni dei punti dello spazio—-
tempo e permette di esprimere un generico tensore doppio emisimmetrico
F,v mediante i tensori derivati di due vettori potenziali ¢, e ¢, dello spazio—
tempo, secondo la (:

H,V,“,B:0y1)2l3)

I Fuv = Qyjp — o/ R
™ W = Pvin T Pupv T Cwvap ¥ (emaﬁ = tensore di Ricci

Il vettore ¢, caratterizza la parte irrotazionale del tensore F,,; il vettore
¢, ne caratterizza la parte solenoidale. Ai due vettori potenziali ¢, e ¢, si
puod imporre la condizione di solenoidalita:

(2) =0 ; Yh=o0.

In virth del teorema precedente, le equazioni di un campo caratteriz-
zato da un tensore doppio emisimmetrico si possono trarre tutte da un

unico principio variazionale § { L£dv = o (essendo £ la densita lagrangiana

o

T

funzione del campo e dei suoi potenziali e T una regione qualsivoglia dello
spazio-tempo), operando una arbitraria variazione sui due potenziali che ne
lasci inalterati i valori al contorno @.

In questa Nota mi propongo dapprima di stabilire un analogo del teorema
di Clebsch per gli spinori doppi simmetrici, tenendo conto della corrispon-
denza che sussiste fra questi ed i tensori doppi emisimmetrici reali dello spazio-
tempo pseudoeuclideo.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.

(*¥*) Nella seduta del 12 febbraio 1966.

(1) Cfr. B. FINZL, Sul principio della minima azione ¢ sulle equazioni elettromagnetiche
che se ne deducono. Questi « Rendiconti», vol. XII, fasc. 4 (1952).

(2) Cfr. E. UDESCHINI BRINIS, Campi fisici bivettoriali e loro genesi variazionale.
Questi « Rendiconti», vol. XXXIX, fasc. 5 (1965).
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Trovo che uno spinore doppio simmetrico ®sp @ si pud sempre espri-
mere mediante le derivate spinoriali di %z solo spinore doppio ygs (con uno
dei due indici puntato (¥)), che chiamo spinore potenziale, le cui parti hermitiana
ed anti-hermitiana corrispondono rispettivamente ai due. vettori potenziali
¢ € ¢, del tensore emisimmetrico reale F,, corrispondente allo spinore ®,p.

Anche allo spinore potenziale yp¢ si pud imporre la condizione di sole-
noidalita ed & anzi possibile dare alla formula che lega lo spinore doppio ®ap
al suo spinore potenziale una espressione in cui tale solenoidalita & gia scon-
tata. ;

Il risultato precedente mi permette di dedurre tutte le equazioni di un
generico campo spazio-temporale, caratterizzato da uno spinore doppio sim-
metrico e dal suo complesso coniugato, mediante un principio variazionale
identico a quello che regge i campi tensoriali, operando una arbitraria varia-
zione sullo spinore potenziale e sul suo coniugato che ne lasci inalterati i valori
al contorno.

Stabilisco le equazioni di campo per una generica densitd lagrangiana,
sia quando questa dipende solo da uno spinore doppio e dal suo coniugato:

= Q((DAB,(DAB) sia - quando dipende anche esplicitamente dai rispettivi

poten21a11 £=2(P,5,Pyp» Ars» Ars)-

Particolarizzando opportunamente la lagrangiana, ottengo infine le equa-
zioni di Maxwell in forma spinoriale e le equazioni di Dirac per particelle

di spin I.

1. ESTENSIONE SPINORIALE DEL TEOREMA DI CLEBSCH.

Mediante lo spin-tensore S,,s, emisimmetrico rispetto agli indici tenso-
riali w,v e simmetrico rispetto agli indici spinoriali A, B, definito dalle:

(3) Suvap = <gu A8veB &y AguCB>

(essendo guCA lo spin-tensore fondamentale) @, si puo stabilire una corri-
spondenza fra tensori doppi emisimmetrici reali dello spazio—tempo pseudo—
euclideo e spinori doppi simmetrici.

(3) Mentre gli indici minuscoli greci assumono i valori 0,1, 2, 3, gli indici maiuscoli
assumono i valori 1, 2.

(4) Cfr. E.M. CORSON, [ntroduction to tensors, sﬁmors, and relativistic wave—equations.
: Blackle & Son Limited, London and Glasgow (1953).

La metrlca dello spazm—tempo ha la segnatura 4+ -—-——: ds2 =g B dr* dx®

= dx" (dx Y e 4 i ) e le componenti dello spin—tensore fondamentale sono:
I o o 1| P I o
$0AB o 1| ' ||%1aB ol |%aB]| T s 6 85AB 0 —1

(*) Per ragioni tipografiche gli indici puntati sono sostituiti con indici in grassetto.
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Ad ogni tensore doppio emisimmetrico reale F,, corrisponde un solo
spinore doppio simmetrico ®p:

@ D = 4 Syvan F¥

e lo spinore doppio simmetrico ® 4z, col suo complesso coniugato ®pp = Dpp,
individua il tensore Fuy

(5) pr == SuvAB (-DAB + g;;,vAB (T)AB .

Considerato allora uno spinore doppio simmetrico @y, potremo sempre
esprimerlo, mediante la (4), in funzione di un tensore doppio emisimmetrico
reale F,

Applicando al tensore F,, la decomposizione (1), avremo:
6) Dup = 5 SpNAB (@t — @ilv - ewvab §, 5).

Poiché le componenti del tensore di Ricci si esprimono con la radice qua-
drata del determinante della metrica, il cui valore & —1 nel riferimento scelto,
se il tensore F,, ¢ reale, i due vettori potenziali ®u € Y, risultano rispettiva-
mente reale il primo ed immaginario il secondo.

Per la corrispondenza fra vettori dello spazio-tempo e spinori doppi
(con un indice puntato e I'altro no), che si stabilisce mediante lo spin-tensore
fondamentale g_, ., introduciamo gli spinori Pgrs € Yy corrispondenti ai due
vettori potenziali ¢, e ¢, secondo le:

(7) Prs = gaRs . , q)LM = g'BLM q"ﬁ
e le inverse:

i I 1
(7 ) Po = - 8aRs (PRS H q"ﬁ = 7gﬂLM quM

Poiché lo spin-tensore fondamentale soddisfa la condizione hermitiana:

gaAB = &,pa> 1 due spinori @p e $pa risultano rlspettlvamente hermitiano il
primo ed anti-hermitiano il secondo.
La (6) diventa:

— I /RS M/3Y\ —

80,y = SMAB 2 (&R o/t —g+R Ogd” -+ p £Lu EMB) =
_1 c c ¢ VRS, ! ILM/3
=7 (8,98 ce—4& A &ucn) (8" \DRSI”_‘g Prd") T SprB s & ¢ =

=2 ( SR 8B ‘PRs/p + 9v B 8c A <PRS/v +gu B SR SACPRS/H +g, y SRSB Prs )+

—(8.% Epcn ™ &up Can) 8y YV =

—,C _ LM/3
=£,% ocy™ + guCB Pealt— (25,4 &xLs — Eap Lpw) YV

39. — RENDICONTTI 1966, Vol. XL, fasc. 4.
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(essendo 5%; 8&- - simboli di Kronecker ed eas lo spinore doppio emisimme-
o
—I o
dalla rappresentazione covariante a quella controvariante degli spinori e
viceversa, secondo le: @a = eap @° ; ¢* = B4 op).

Tenendo conto dell’identita:

trico fondamentale: ” up H - H AB ” =

, che permette di passare

PP e, g, pLe T Vi eap £ [SLM + P e Mg BLM =0
si ha poi:
8D,y =g, p,CA ece* + & p.CB Pea™ —eam (8 BLB PEMB 4 g, BLM PrP) =

=& p,CA ece T £ uCB Pcal* T & 3LB bpaf+ g ﬁLA bps?

e quindi:
(8) Dan = _:{ [£,% (Pcn + You)* +£,% (Pea T Yca)] -
Posto pertanto:
©) %cs = Pce T Ve
si ottiene:
. ,
(10) D, = 3 (Xcs/ Gt Yeal CB) .

La (10) traduce I'estensione del teorema di Clebsch per uno spinore dop-
pio simmetrico. Uno spinore doppio simmetrico ®ap & sempre esprimibile
mediante le derivate spinoriali di uno spinore doppio ygs (con uno dei due in-
dici puntato) che chiameremo spinore potenziale.

Lo spinore potenziale yp4 corrisponde, per le (7) e (9), ad un vettore com-
plesso che ha come parte reale e come parte immaginaria i due vettori ¢, e

Xrs T Asr

‘{y. In altre parole, la parte hermitiana e quella anti-hermitiana

Xrs — . . . . . . .
RS—Z‘SE dello spinore ygo corrispondono rispettivamente ai due vettori po-

tenziali del tensore emisimmetrico reale I, corrispondente allo spinore simme-
trico @up.

La condizione di solenoidalita dei due vettori ¢, e {, porta alla analoga
condizione per lo spinore yp.. Difatti, essendo:

Prs’™ = @, §7ps £5"° = 235 ¢, /P = 2 ¢,/
e cosi pure:
b5 =24
dalle (2) segue:

(r1) Yrs X =0.



EvisA UDESCHINI BRINIS, Eguazioni di campi spinoriali, ecc. 581

Mentre in linguaggio tensoriale le condizioni (2) sono aggiuntive alla
formula (1), in forma spinoriale la (11) si pud includere nella (10), sempli-
ficando quest’ultima in modo che la condizione di solenoidaliti sia automati-
camente scontata.

Poiché qualunque spinore doppio emisimmetrico si pud esprimere come
prodotto di uno scalare per lo spinore z;p ), potremo infatti porre:

(12) Xcp/Ca— %ca/Cs = Peup -

AB i ottiene:

ehP (XcB/ CA— XCA/ CB) =2p

Saturando ambo i membri con ¢

e quindi:
— cB B/C _ CB
20 = Xes' A" = 2 AP -

Tenendo conto della (11), la (12) da:
Ycn/€a = Xca/% -
La (10) diventa pertanto:

(13) Q= % XCB/CA :

La (13) permette di esprimere un qualunque spinore doppio simmetrico
@, mediante le derivate spinoriali di uno spinore potenziale Ygrs @ divergenza
spinoriale nulla. :

Mi sembra interessante sottolineare che nelle formule spinoriali (10) e
(13) l'unico spinore potenziale Ams Tiassume entrambi gli spinori @gp¢ e dpq,
mentre nella formula tensoriale (1) i due potenziali vettori ¢, e {, costituiscono
due enti distinti. Nella (13), poi, ¢ anche conglobata la condizione di sole-
noidalita del potenziale.

Osservo infine che, come un tensore doppio emisimmetrico F wv, rispetti-
vamente irrotazionale oppure solenoidale, pud essere. individuato dal solo
potenzifile ¢ oppure Y, anche uno spinore doppio simmetrico ®4p potra essere
individuato dal solo potenziale spinore hermitiano g o dal solo potenziale
spinore anti-hermitiano (o<, qualora verifichi rispettivamente la condizione:

(14) D,o/et— Qyr/t =0
oppure:
(rs5) D,s/r* T Ppgr/r =o0.

Infatti, per la (5):

' : AB & AB T
wvle = e (Suv @aB + Sy Q) =

=2 (g0 g%P —gw ) Oy 2 (geACeB — g AB) D, —

" F

— C ,cB
=02 ((D /CA GCB — (I)AB/A ga C>

(5) E. M. CorsoN, loco cit., p. 108.-
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pertanto lirrotazionalita di F,, comporta, per ®ag, la condizione:
CA 46 B___ AC 6B __
D5/ e D g2 B =0

da cui, moltiplicando per g .., segue la (14).
Cosi pure, essendo:

AB A T AB
F;w/v = Sm/ (DAB/V "I_ Suv (I)AB/V ==

I, 1
— - Kgp,CA ngB __gVCAngB> q)AB/v + ~ <gMAC ngC _gVAC gy,BC) (I)AB/V —

I
== (@AB /CB gMCA . (I)AB/CA gMCB € (I)AB /BC gMAC _ (I)AB /AC guBc> —

_ (DAB /CA gMCB + q)AB Ac guBC
la solenoidalita di F,, comporta, per ®@,g, la condizione:
D, /A guCB + /A gunc —o0

da cui, moltiplicando per g#p, segue la (13).

2. CAMPI SPINORIALI. DEDUZIONE VARIAZIONALE DELLE EQUAZIONI DI
CAMPO.

a) Lagrangiana dipendente soltanto da uno spinore doppio simmetrico e dal
‘suo comiugato.

Un campo fisico spazio-temporale sia caratterizzato da uno spinore dop-
pio simmetrico ®,p e dal suo complesso coniugato ®p.
Consideriamo una densitd lagrangiana del tipo:

(16) . 2 = 2 (Dup, Dag).

Per il teorema (10), diciamo yg lo spinore _potenziale dello spinore @, e yoo
il suo complesso coniugato, potenziale di ®ug.

Le equazioni indefinite di campo si possono trarre dal principio varia-
zionale:

(17) Sffzdrzo

quando si operi la variazione sui potenziali yp € ¥gs lasciandone inalterati
i valori al contorno ¢ di 7. '
Per la (10) si ha:

- \ 80, = % (s £,% + S £,%)
1 {
{ Sq)AB = “;_ (SZCB/ “g p.CA + SiCAM g pCB) :
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D’altra parte, dette gpq € $pq rispettivamente la parte hermitiana e quella
anti-hermitiana-dello spinore y, risulta:

Yes = Pes T Vs
Yep = Pcp t Yop = — Ype-

(19)

Le variazioni 8ygq € 8ypg si possono cioé esprimere entrambe mediante le
variazioni indipendenti Sop, 8g .
Si ha cosi:

= )
s/s:(cDAB ) 7 — [(%i; S0+ 2

¥ AB

SQ_DAB) d‘t —

oL
_f CUIN c<I>B ) wCA (39cp + o)™ +

-+ (aCDAB + aq) ) pAC <8@BC _ Sq)Bc)/I‘v} dr

ngd’rz—élff[x—ada)j"f aqayg )gn 2 5C 83_"(3(}) + 3 )gMAC 58 3?:% Schs}md‘r—}—

o[y oL C RS a0 a0 o
+?f_3(eq>m+%;;)g» 238 35— (55— + ) Gua” 38 32 )"t

<“££AB T 94’ > £ 08 35+ (acDAB + ac10>S >/ué’uAC 5% 3?3] S¢rs @7+
(€

2 \Vr Cc RS Y 39 \m R
Q(I)AB ~+ a(I)B ) gH ASC SB—(a(DAB+a®B ) gpA 8 SC} SQIJRSdT

I due primi integrali del secondo membro sono nulli, come si constata
trasformandoli in integrali estesi al contorno ¢ di © e tenendo conto che, su
6, 3ps € dYgs sono nulli.

Si ha pertanto:

(20) SdeT o _ﬁf a(I)AS ' Z9(I’SA>//R - <3@ + 9‘DRA)// SJ ScPde‘r +

R s
1 f ot o) o ), s

(6) Si rilevi che, pur essendo simmetrico lo spinore ®,p (P g = Dgy), non & simme-

. . . . ) . . oL ag
trico lo spinore ottenuto derivando rispetto ad esso un invariante (—— == )

9pp 3Dy
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Imponendo al principio variazionale (17) di essere verificato qualunque
siano, entro T, 3ppq € 3p., si ottengono le equazioni:

| (e i)+l + gl =

((giq_wMVRA @%R+§%ﬂAs=o

€, per somma e sottrazione:

/ oL oL R
s (s +30y)) 4 =0

L oL )/ S
RS — =0

( (3<I)AR+ 3Dpa/l A

Le (22) sono le equazioni di campo: si tratta di otto equazioni nelle sei
incognite ®ap e Dpp . Sussistono perd le due identitd, che le riducono a sei
equazioni indipendenti:

(21)

(22)

/ oL L R
oy S(’acb—As*%m)/ as = °
23

2 0 \/S
( <8®AR + WVA Rs
Difatti, essendo:
R R [ \[R R
<°‘I’As> ARS <9®AS)/{IS A \9®As>// SRA (M’SA)/ ARS

la prima delle (23) segue immediatamente. La seconda si dimostra in modo
perfettamente analogo.

b) Lagrangiana dipendente da uno spinore doppio simmetrico, nonché dal suo
Spinore potenziale e dai rispettivi comiugati.

Supponiamo che la densita lagrangiana, oltre che dallo spinore @45 e dal
suo coniugato, dipenda anche esplicitamente dallo spinore potenziale Ars €
dal suo coniugato Yp -

Sia cioe:

(24) £=2 <(I)AB » YaB» XRS XRS)

Per ottenere le equazioni di campo possiamo procedere come nel caso
precedente. Si ha ora:

/ £(Dyg s (I)AB ) Yrs » Xrs) 47 =

1%
T

— oL
8 ax
[ (3(1) A B SXR ZRs ‘I‘ XRS)

17
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e, posto 8y =0 e 8Yp, =0 al contorno ¢ di 7, per le (20) e (19) si ottiene:

(20" 3'[ odv = — L f {(%Jr 9®5A>//RA (S%R BCDRA / +

— 8o+ s Do =5 [l + 30 ),

ag oL / S ( oL )]
— (2 — 8 3 .
("(DAR + a(DRA) A s 3XSR ¥R
Le equazioni di campo diventano quindi:
e j&)“ (i i&)/szg<9_£ i)
(M’As T I / A+ DR T *Pra’[A OYRS T 9%sr

1) ((asz asz)/R (22 asz)/S_ (95: a£>

e — = 8| — =
D, 3Dga/[ A WPpr  DgA/[A MRrs  %Asr
o ancora:
/(az‘ 88 \/R _ g &
s ELINS a‘1)5A>/ A 9XRs
(22")
t ( a2 Eh > s, o
WDpr | Dgal/a sk
Ricordando le identitd (23), si deduce che devono essere verificate le
relazioni:
(Sras)
=o0
(23 S OXRs //RrS
3 ( ( 3L
—'::"—) = 0.
9%sR //RS

Se, come di consueto, si impone la solenoidalita dei due potenziali ™
Ygrs € Ars » le (23") sono due condizioni che vincolano la lagrangiana. In parti-
colare esse sono senz’altro verificate allorché £ ¢ funzione quadratica dei suoi
argomenti. '

Se invece si lasciano liberi i potenziali dalla condizione di solenoidalita,
le (23") possono assumersi come condizioni da imporre ai potenziali stessi in
luogo di quelle di solenoidalita.

Cid avviene, del resto, anche per i campi bivettoriali, cio¢ per i campi
caratterizzati da un tensore doppio emisimmetrico ed individuati da due po-
tenziali vettori. Quando si deducono le equazioni di campo dal principio va-
riazionale (17), si ottengono, per le derivate della lagrangiana rispetto ai poten-
ziali vettori, condizioni perfettamente analoghe alle (23") ®.

(7) Non si & imposta a priori la condizione di solenoidalita dei potenziali, assumendo
la (13) in luogo della (10), per lasciarne arbitrarie le variazioni.
(8) Cfr. E, UDESCHINI BRINIS, loco citato,



