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G e o m e tr ia  d if f e re n z ia le ,  —  h —connexions- s u r  h —fib re s  vectoriels  
banachiques. Nota di A u r e l  B e ja n c u , presentata (*} dal Socio B. S egre .

R iassu nto : — In  questo lavoro viene studiata una classe di fibrati vettoriali di 
Banach (^-fibrati). Ogni fibrato tangente ad una varietà è un ^-fibrato . Poggiando sulla 
nozione di ^-connessione si ottiene poi u n ’ identità del tipo di quelle di Bianchi. Infine 
viene stabilito un teorem a di esistenza ed unicità per PA-connessione di Levi-C ivita e si 
generalizza un teorema di Schur.

i. Soient Te : M -> B un fibré vectoriel banachique de fibre M et
A: M - > T B .u n  i -m orphism e des fibrés vectoriels [i]. Cet fibré est appelé
A-fibré et constitue l’objet d ’étude pour cette Note. P ar 9CM(B) on désigne 
le m odule des C°°-sections sur B en M.

D ÉFIN IT IO N  i . i .  Une- h—connexion linéaire sur  M est une application 
V : 9€m (B) X OCM (B) 0CM (B) telle que pour toute trivi ali s ati on locale
(<D , 9 , U) pour  M i l  y  a : 9 (U) -> L 2 (M ; M) de classe C°° tel que\

( 1 . 1 )  V X Y  |cp(x) =  (D c p (^ )  Y çp) (A<p(*) (X ç p (x ) ) )  Pcp(x) ( f i c p ( x )  ) Y c p ^ ) )  .

E n utilisant ( r .i )  on peut m ontrer q u ’une A-connexion linéaire est 
0CBxr  (B )-linéaire p ar rapport à la première variable, R -linéaire  p ar rap ­
port à la deuxièm e variable et vérifie la relation

v x ( / -  Y) = / - V x Y +  (ÄX) ( / ) •  Y, V /e  ©CßxR (B) , X , Y e X M (B) .

Pour (® , 9 , U) .et # e U  on désigne par <$>x : M x -> M l’ isomorphisme 
naturel des fibres. Si (O  ; 9 , U) et (Y , ^ ,V) sont deux trivialisations locales 
et U n V = J = 0 ,  nous désignons par l’application

T ^ :  # n V ) - > L ( M , M )  , (x) =  .

P r o p o s it io n  i . i . L a  liaison entre et_ est donnée p ar

(1.2) r Hx) ( X Hx) , Y^(x)) =  Tcp̂  (9 (x)) { ( D J ^ y ^ )  T̂ cp) ((AX)^(X)) +

+  r 9ix) (T ^  (+ 00 ) (Xq(,)) , Tto  (+ (x)) (Y*w))} .

Démonstration. Les parties principales des sections X et AX sont liées 
par les relations:

(1.3) Xç =  (Tÿço o 9 -1)-(X ^ o o 9 -1) , (hX)9(x) =  D<j,(x) (9 o ^ (A X ^ ) ) .

Donc on a

0  4)‘ Vx Y | , w =  (<p (x)) (Vx Y |9(t)) .

(*) Nella seduta  del 9 'dicembre 1972
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Nous calculons le second m em bre de cette relation et obtenons

Tcp<J; (cp (x)) (VXY I cp (x)) ~

~  (9 (x)) {(P<p(x)Y'p) ((AX)v(x)) +  rcp(X).(Xq,^), Y<p(̂ )) } ..==

=  Tcp4; (9 0*0) { (Dcp(̂ ) (T^çO^oÇp . Y ^ o Ç ) (D^(x) (90^ ) ((^X)^(x)))) -j-

+  r cp(x) (T̂ cp (0 (x)) (X^(x)) , T ,^  (cp (x)) (Y^(x)))} ——

— (cp ([x)) T̂ cp) (Dcp^) (cp°9~ ) (cpoip ) ((^X )^^)) -f-

H- (cp (x)) (D^(x) Y^ o D ^ ^  0p°9 ) ° (9 ° 0 ) ( ( h X f i (x})) -j-

+  r <xy> (T ĉp (<p 0*0) ( X ^ )  , (cp (*)) (Y^w))} =

== ((AX)^(x)) -f- Tcp̂ p (cp (x)) {(D(^(a?),Y^^p-T^q,) ((^X)^*)) +

+  F<p(*> (T^qj (cp (a;)) (X*(j0) , T.̂ rp (cp-(x)) (Y^ (*)))} .

Compte tenu de (1.1) et de cette relation en (1.4) on a (1.2), q.e.d.

Nous supposons m ain tenant que iz : M —>• B est un h—fibré vectoriel et 
pour toute trivialisation (O , <p , U) il y a une C°°-application : 9 (U)
L 2 (M ; M) qui vérifie (1.2). Nous définissons V : '©Cm'(B) X 9CM (B) -> 9CM(B) 
par la formule

(Vx Y) (x) =  (O*) ' {(Dcp^) Yq.) Ç(hX)9(x)) Y- r<p(̂ } (X<p(*), Y<p(x)) } .

De (1.2) il résulte que le deuxièm e m em bre de cette relation est indépendant 
de trivialisation et donc nous avons obtenu le

THÉORÈME 1.1. I l  existe une h—connexion sur un h—fibre vectoriel si, et 
seulement si, fiour toute trivialisation locale (O , 9 , U) i l  existe une C °°-appli­
cation Tç vérifiant (1.2).

Nous désignons hx =■ \ 9 (U) - > L  (M ; E) (E est l’espace de
B anach modèle pour B), A„ (cp (x )) =  ê xo/ixo®~1 où (<D , <p , U) [resp.■ (Ô , <p , U)] 
est une trivialisation pour M [resp. TB] et définissons localement la h—to r­
sion T  et la A-courbure R pour V, p a r les formules:

( r-S) Tç (x ; u , v) =  T,, (x ; u , v) —  Ytt(x ; v  , u) ,

C1 -6) Rç O  - , u , v  , w)  =  ( ~  ) ( x \ v , w )  (h9(x) («)) —

/ s>r \
[ w l  ; u ’ w)  (y)) +  rw> («., r^(x) ( v , w)) ~  r çW ( v , r<p(X) ( u , w)) .

Vu que nous travaillons dans une seule carte locale nous om ettons l’indice 9 
et ĉp(*) est notées aussi par h.
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DÉFINITION i  .2 . L a  h—dérivée covariante pour la C°°-application  S : 9  (U )  ->  
Lp (M ; M) p a r  rapport à P h-connexion  V en direction u  e M est V application
V u S : 9 (U) -> Lp (M ; M) telle que

(1 -7) (V„ S) (x  ; % , • • • ,  =  (— ) ( > ; % , • • •, (/%«) +

+  T (x  ; u  , S (x ; Ux , • • •, ufi). —  S fa ; ^  •
? =1

-, r  (ar ; «  , %) , • *•»«*)

Com pte tenu de (1.5), (1.6) et (1.7) nous obtenons le

THÉORÈME 1.2 (identités de type Bianchi). L a  h—torsion et la h—courbure 
d'une h-connexion vérifient les identités:

( \ , u , v )

(1.8) 2  {(Ax R) (x ; u  , v , w) +  R (x ; T  (x  ; X , u) , v , w)} =  o ,
cycl 

(,u , v , w )

C1 *9) {(V*T) (x  ; & , œ>) —  R (*  ; u , v  , w) +  T ( x  ; T  (x ; u  , v) , w ) }  =
cycl

Si en particulier T  == o, on a

Çk,u,v)

(1.10) S  (V* R) (* ; « ,  v , w) =  ° ,
cycl 

( u , v , w )

(1.11) T! R f e ; ^ , z / , w )  =  o .

O.

2. D ans ce qui suit nous supposons que B a des C°°~partitions de l’unité 
et re : M -> B est un ^-fibré vectoriel dont les fibres sont des espaces vecto­
riels hilbertisables. Alors M possède une m étrique riem annienne, g  ([4], p. 104).

DÉFINITION 2.1. Une h—connexion sur  M s'appelle riemannienne s i dans 
chaque trivialisation locale (O , 9 , U) on a

(2.1) (/*w) — g y(x ;  r ç ( x ; w  , u ) , v) — g f f x  ; u  , T^(x  \w  , v)) =  o

pour tout x  e 9 (U) et u  , v , w  e M.
Si la A-connexion riem annienne a la torsion nulle, alors elle s’appelle 

A—connexion de L evi-C ivita.

PROPOSITION 2.1. Les coefficients d'une h-connexion de Levi-C ivita  
vérifient la relation

(2.2) g ( x  -,T(x -,U ,w ) ,v )  ( x ; u ,  v) (hw) +

+  ( J - )  (x  ; v , w) (hu) —  ( - | - ) 0  i u  , w) (hv)\
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Dêmonstration. Après des perm utations circulaires de (u , v ,w )  dans (2.1) 
on a

(>•3) (Jfj (x ’ v ’ (f e ) ~ s ( x  ; r o  \ u , v )  , w)  — g ( x  ; v  , r ( x  ; u , w ) )  =  o ,

(24) [ i x )  (x ’w >u) (kv) — g ( x ; r ( x ; v , w ) , u )  '— g(x  ; w , T(x ; v , u) )  =  o.

L a relation (2.4) m ultipliée p ar (— 1) et après additionée aux (2.1) et (2.3) 
donne (2.2), vu que la A-torsion est nulle, q.e.d.

D ans ce qui suit nous étudierons les A—fibrés qui vérifient:

(2-S) ( ^ }  (9 (P) , «) (*»<„ (»)). =  ( ^ A )  (9 O ) , v) ( h ^  (u) ) .

Le fibré tangent à B et tou t A-fibré triv ial vérifient (2.5).

THÉORÈME 2.1 (théorème d'existence et d  unicité). S u r  tout k-fibré i l  existe 
une seule h—connexion de Levi-C ivita .

Démonstration. Nous considérons (2,2) comme relation de définition pour 
les coefficient de la A-connexion dans la trivialisation (O , 9 , U). Com pte 
tenu du fait que A est un  m orphism e des fibrés vectoriels nous obtenons

(2.6) D ^ )  (9 o tjT1) (hHp) u) =  (T ,^  (ÿ O )) (u)) , p  e X J n V .

L a m étriq u e , riem annienne g  vérifie la relation

(2-7) ° 9 °  ̂ ) * (T<ipcp ? T'tyç) •

Nous calculons la dérivée Fréchet. de en direction h ^ ^ ( w ) \

(2.8) ( - | r )  (<Ji(p) \ u , v )  (w)) =

=  *w > ( ( d r )  ^  ^  C^w) («')) ■> t v9 01» (P)) (»))' +

+  g,[P)f i 9 (4 0 )) (« ) , ( ^ L )  0H P ) , v ù h u ™ ) ) )  +

+  ( % )  (9 (P) ; T , ,  (4 O )) (* ) , t w  (4 0 )) (*>)) (D * ,, (9 » 4T1) w  « 0) .

En utilisant (2.2), (2.7) et (2.8) nous obtenons

0 ^ ( 4 0 )) (L k ä  (u , v)) , T ^ O O ) )  (w)) =

==S9(P) (r„(ÿ) (T^OO)) (u) , Tipcp(4 0 )) (V)) , T , (̂4 0 )) (w)j +

+  ( ( ^ )  (4 (py,  u) (hHp) {v)) , T w  (4, (J>)) (a,)) .

Vu que est un isomorphisme, la dernière relation nous donne (1.2),
c’e s t-à -d ire  T application donnée par (2.2) définit une A-connexion. Il est
aisé de voir que cette A-connexion est une A-connexion de Levi-C ivita. 
Si T ' est une au tre  A-connexion de L evi-C ivita il est clair q u ’elle vérifie (2.2), 
d ’où T =  T  et donc la A-connexion de Levi-C ivita est unique, q.e.d .
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À  l’aide de la A-courbure nous introduisons le tenseur de A-courbure 
de R iem ann p ar la formule

R(ar ; vx , v2 , v 3 , v4) =  g ( x  ; R (;r ; v3 , v4 , v2) , vx) .

PROPOSITION 2.2. Le tenseur de h-courbure de R iem ann vérifie:
I) R ( t  ; vt , v2 , v 3 , v4) =  —  R (*  ; v 1 , v 2 , v 4 , v3) ,

II) R ( x  ; vx , v2 , v3 , v4) =  — R ( x ; v 2 , v4 , v3 , v4) ,
(v2,v3,v4)

III)  ^  R (x ; vx , v2 , v3 , v4) =  o .
cycl

Démonstration. I) résulte de l’antisym étrie de R (x  ; v3 , v4 , v2) par rap ­
port à v3 , v4 et II I)  est un corollaire des identités de Bianchi ( i . n ) .  Pour II) 
nous calculons la dérivée Fréchet de (2.2) et obtenons

(2-9) ("gjr] (x ; u  j zi) (hw  , AX) =  (x  ; V (x ; w  , u) ., v) (AX) -j-

+  g  (* > ( D )  ( * ; « ' ,« )  (AX) , é  +  ( f i )  (* ; I \ * ; w , v) , u) (hX) +

+  g  (X ’ ( A )  (x ’ W ’ > u) ■

Com pte tenu de (2.9) et (2.2) dans l’expression de la courbure de Riem ann, 
après des réductions de term es on a:

R ( x ; v l t v2 , v3 , v4) =  g  [oç ; (x ; v3 , v4) (hv4) , z/2j —

— S  [x  ! ( - |r )  (x  \ v 4 , v,) (,hv3) , v^j +  g ( x  ; T (x ; v4 , T (x  ; v3 , VlJ) , v2) —

— g { x  ; T( x  ; v3 , T( x  ; v4 , v{j) , v2) = g ( x  , R (*  ; v 4 , v 3 , v4) , v2) =

=  R (x v2 , v l y v4 , v3) — —  R.(* ; V2 , v 1 , v 3 , v4) , q.e.d.

Remarque. N  w que nous n ’avons pas des expressions globales pour la 
A-courbure et la A-torsion, la dém onstration de II) est différente de celle 
globâle connue dans le cas des variétés de dimension finie [3].

Pour in troduir la courbure sectionnelle d ’un A-fibré riem annien, nous 
rappelerons ici quelques résultats algébriques dont la dém onstration se fait 
d ’une même m anière comme pour les espaces vectoriels de dim ension finie.

Soient M  un espace de H ilbert et Ri , R2 deux applications 4—linéaires 
sur M  à valeurs réelles.

P ro p o s i t io n  2.3 (Gheorghiev Gh.} Oproiu V.). S i  R i et R2 vérifient I), 
i l) ,  m )  et R i (u , v , u  , v) =  R2 (u , v , u  , v) alors Ri =  R 2.

Soit P C M  un plan dans M et (u , v) une base orthonorm ée dans P. 
Nous définissons K (P) — R (u  , v , u  , v) et on sait q u ’elle ne dépende pas 
de base [3]. Si (u , v) n ’est pas orthonorm ée, alors

K (P) =  R {u ,V , U,v)___
y /  g{u , u) -g(v , v) — [g{u , v)]2

Nous désignons Ri(z>i , v2 , v3 , v4) =  g  (v4 , v3) -g(v2 , v4) — g ( v : , v4) ■g ( y 2 , v3) 
et la dém onstration de la proposition qui suit utilise Proposition 2.3.
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PROPOSITION 2.4. Soit R une application 4-linéaire sur Vespace de H il­
bert M à valeurs réelles qui vérifie I), -II) et III).  S i  K (P) =  c pour tout p lan  
P C M ,  alors R =  ^ R i .

Soit m ain tenant tc : M -> B un h—fibré riem annien. Ces considérations 
algébriques restent valables pour chaque fibré local de M. Pour chaque 
2-p lan  P C M *  nous considérons le nom bre

K c p  . x \  =  _________  R ( * ; ^ 1 , ^ 2 , v i , vé )
_ ’ ■ . g ( x  ; Vi , v i ) - g ( x  ; v 2 , v 2) — [ g ( r ; v x , v 2)]2

où (v± y v2) est une base dans P. K (P ; x) s’appelle la courbure sectionnelle 
dans la direction plane P et dans le point x. Si K est indépendante de P et x y 
alors M s’appelle à courbure constante.

Il est ici nécessaire de définir la dérivée covariante pour autres appli­
cations différents de celles qui sont dans Définition 1.2. Soit F un espace 
de Banach et V une ^-connexion sur M.

DÉFINITION 2.2. L a h—dérivée covariante pour la C1-application f i  : cp (U) -> 
Lp (M ; F) p a r  rapport à la h-connexion  V, en direction u  G M est P applica­
tion V« /  : ? (U) -> Lp  (M ; F) telle que

(2.10) ( V u / )  (x ; U± • -, uP) =  [ f i j  (x ; %  ,• • -, up) (hu) —
P

—  X  /  (x  ; «1 . • • •, r  (x  ; u u / )  , • • •, up) .
i= 1

Nous supposons q u ’il existe l’application bilinéaire continue Q : F X F F. 
Pour tou t /  : 9 (U) -> (M ; F) et g  : 9 (U) -> Lq (M ; F) nous définissons 
Q ( / ,  g) ■ <P (U )X U + ?  (M ; F)

Q (/» g) X ;  u \ . • • •. up+ô =  Q ( /  O  ; ui > • • • /%) , g ( x ;  % + i , — , %+?) ) .

Si /  : 9 (U) -> R est de classe C1, alors il est aisé de m onter les relations:

(2 .11) (V„ (/ •/)) ( x ; u i r - - , Up) =  (Dx /) (hu) • /  (x  ; % , • • • ,  «J>) +

4- /  (x) • (V „ /)  O  ; %  , • • •, u^ ) ,

(2-12) (V« (Q ( / ,  £•))) ( * ; %, • • • ,  %+y) =

=  Q ((V„ / )  U  ; u\ >■• • ■, %) > g  ( r  ; %+i ■>•••, %+?)) +
+  Q ( J  ( r  ; «1 ,• • - , «*) . (V,*) O ; %+i ,• • - , up+s)).

T h é o rè m e  2.2 (,généralisation du théorème de Schur). Soient tu : M -> B 
un h—fibré riemannien ayant d im  M JX 3 , surjective pour toute (O , .9 , U ) 
et B connex. S i  la courbure sectionnelle K (P ; x) .est indépendante de la direc­
tion plane  P alors M a courbure constante.

Démonstration. Nous définissons R x : 9 (U) -> Lp (M ; R) avec 

R, ( x ; u l t  «2 % . «4) =  g  (x ; % , % ) -g (x ; u2 , ué) —
— g  (x  ; u-!, « 4) •£•.(* ; » «3) •
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En tenan t com pte de la proposition 2.4 on a

R (% , M4 , M2 , Mz , M4) =  K (x) • RX (% ] Mi , M2 , M3 , M4) .

Pour la dérivée covariante de R ± nous utilisons (2.12) et obtenons

(V% Ri) (x y Mi , M2 , M2 , 2/4) == (Vw<̂ ) (# ; zq , 3̂) • g  (x \ M2 j 4̂) -f-

+  g  (x ; % , «3) • (Vu g ) (> ; j «4) — (V« g ) (# ; % , «4) •£* (# ; m2 , ms) —
— g  (x ; ui , «4) • (Vu g) {pc ; , %) •

M ais V est une ^-connexion riem annienne, c’es t-à -d ire  Vtt<§r = o . e t  donc
V« R i =  o. En utilisant (2.11) on a

(2.13) (VM -R-) (pc ) 1̂ > 2̂ > 3̂ 5 4̂) :r= K (x) (Jim) • Rx (x ; Mi , 2/2 > 223 ? 224) •

P ar des calculs directs, com pte tenu de (2.10) il résulte

( R) (pc , Mi , M2 , M2 j 224) ^ , (Vu R) (x j 223 , 224 , 2/2) ? 2q) •

Com pte tenu de cette dernière relatipn dans (2.13) on a

(V* R) (* ; u i , , 3̂ >-«4) =  K (*) (^ )  (g  (* ; «2, «4) • u3 — g  (x ; , «3) • «4) .

Nous utilisons l ’identité de Bianchi (1.10) et obtenons

K' Or) (Au) (g (x ; m2 ,mJ)-mz — g  (x ; m2 , «3) • m4) +

+  K (x) (ÂU2) (g (x ;m2 ,m)-m4 — g  (x ;m2 , m4)-m) +

+  K (x) (Am4) (g  (x ; M2 , mJ) • m ~~g (x \ M2 , u) • mz) .

Pour 223 fixé nous prenons u4 , Z22 , m de sorte que m2 =  m , mz , m4 , 222 sont 
orthogonaux deux à deux et ^  (x ; 222 , 222) — 1 • On a

K ; (x) (Attff) -m4 — K' (x) (AmJ) • mz =  o .

M ais m3 et m4 sont linéaires indépendants et donc K ' (x) (Am3) =  o. Vu que 
A<p(x) est surjective, nous obtenons K ' (x) =  o, c ’e s t-à -d ire  K est localement 
constante. M ais B est connex et donc K est constante sur B, q.e.d.

Remarque. Si en particulier M =  TB et h '=  i Tb , alors nous obtenons 
des résultats connus pour les connexions linéaires sur une variété bana- 
chique [2].
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