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Geometria differenziale. — /—connexions sur h—fibrés vectoriels
banachigues. Nota di AUREL BEjancu, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

RIASSUNTO: — In questo lavoro viene studiata una classe di fibrati vettoriali di
Banach (%-fibrati). Ogni fibrato tangente ad una varieta & un /-fibrato. Poggiando sulla
nozione di /4-connessione si ottiene poi un’identita del tipo di quelle di Bianchi. Infine
viene stabilito un teorema di esistenza ed unicitd per I’2—connessione di Levi-Civita e si
generalizza un teorema di Schur. '

I. Soient w: M -+ B un fibré vectoriel banachique de fibre M et
/4: M —TB un 1-morphisme des fibrés vectoriels [1]. Cet fibré est appelé
/—fibré et constitue l'objet d’étude pour cette Note. Par &y (B) on désigne
le module des C®—sections sur B en M.

DEFINITION 1.1. Une h—connexion linéaire sur M est une application
V: Xu(B)X Xy (B) > Xy (B) telle que pour toute trivialisation locale
(®,9,U0) pour M il y a I'y: @ (U) =Ly (M; M) de classe C* tel que:

(1.1) Vi Yo = Mo Yo) o Ko@) + Lo Kow  Yow)-

En utilisant (1.1) on peut montrer qu’une /—connexion linéaire est
Xy r (B)-lindaire par rapport & la premiere variable, R-linéaire par rap-
port & la deuxiéme variable et vérifie la relation

Ve (FY) =/ VY +0UX) ()Y, Vfee, (B), X,YeX,(B).

Pour (®,¢,U) et x €U on désigne par ®,: M, > M [Iisomorphisme
naturel des fibres. Si (®,¢,U) et (¥, ¢,V) sont deux trivialisations locales
et UNV==g, nous désignons par Te I'application

-1
T, eUNnV)-LM, M) , T, @)=Y 1,°Q -

PROPOSITION 1.1. La liaison entre Uy et ', est donnée par
(12)  Tyg (Xoey » Yow) = Tou (@ () {Divevy oy Tow) (R XDuw) +
+ Dot (Toe (b () Kow) » Too (b () (Yo} -

Démonstration. Les parties principales des sections X et 42X sont liées
par les relations:

(1.3) Xo=(Typodop ):-(Xyodo 0™, (hX)ew = Duw (9o Xy
Donc on a

(1.4) Vi Y Lb(x) =T, (@) (VxY I(p{x)> :

(*) Nella seduta del 9:dicembre 1972
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Nous calculons le second membre de cette. relation et obtenons
Tou (2 () (Vi Y |o) =
= Tqy (FP () { Do Yo) (1 X)o) + Tot) Koy, You)} =
= Toy (¢ () { Do) (Tyeobop ™ Yyohog ™) Dy (0o ™) (AX)g))) +
+ Toto) (Tug (4 (1)) (Ko, Tae (4 (1)) (Vo)) } =
= Tqy (o (*)) {(Dzﬁ»(qu,(x)) Tye) Dot (Yoo ™) Dy (@ob ™) (AKX )gwy) -+
+ Tao (§ (*)) Do Yo 0 Doy (Yo ™) 0 Dy (@ 0§71 (X )gm)) +
+ oo (To (4 () (Ku)  Taw (b (1) (Vo) } =
= Dy Yo) (X)) =+ Toy (o (%) {(D<1¢<x>,vd,(x)> Tye) (AX)y) +
+ Tow (Toe (4 () Kye) » Toe (0 () (Yo} -

Compte tenu de (1.1) et de cette relation en (1.4) on a (1.2), g.ed.

Nous supposons maintenant que w: M — B est un A—fibré vectoriel et
pour toute trivialisation (¥, ¢,U) il y a une C®-application I'y: ¢ (U) -
L2 (M ; M) qui vérifie (1.2). Nous définissons V: &y (B) X &y (B) — &y (B)
par la formule ‘

(Vi V) (@) = (D)7 {Der) Yo) (W X)) + Ty Koy » Yo -

De (1.2) il résulte que le deuxiéme membre de cette relation est indépendant
de trivialisation et donc nous avons obtenu le -

THEOREME 1.1. 7/ existe une h—connexion sur un h—fibré vectoriel si, et
Seulement st, pour toute trivialisation locale (®,9,U) o existe une C—appli-
cation T, vérifiant (1.2). :

Nous désignons /4, = 4 lMx et @ (U)—>L (M;E) (E est 'espace de
Banach modéle pour B), %, (¢ (x)) = ®,o/,0 D" ou (@, 9,U) [resp. (D, o, U)]
est une trivialisation pour M [resp. TB] et définissons localement la A tor-
sion T et la A-courbure R pour V, par les formules:

(1.5) To(rsu,0) =Ty (x;u,2)—Ty(x;v,u),
(1.6) Ry (50,0, w) = (5 ) (5 0, @) (hogey () —
— (55) G52, ) Uy () + Ty (0, Tty 0, )) — oy (0, T ().

Vu que nous travaillons dans une seule carte locale nous omettons I'indice ¢
et /Z,( est notées aussi par 4.
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DEFINITION 1.2. La h~dérivée covariante pour la C¥~application S : o(U) —
L, (M ; M) par rapport a I'h—connexion N en direction u € M est I'application
V.S: o(U)—L,(M; M) telle que

(1.7) (VuS)(x;ul,---,up):(%) (x5 2y, -, uy) (he) +
»
—|—F(x;u,S(x;ul,---,up))—Z‘IS(x;ul,---,I‘(x;u,u,-),---,uﬁ).

Compte tenu de (1.5), (1.6) et (1.7) nous obtenons le

THEOREME 1.2 (identités de type Bianchi). La h—torsion et la h—courbure
d’'une h—connexion vérifient les identités:

(A, %,)

(1.8) Z {MR) (x;2,v,w)+R(x;T(x;A,u),v,w)} =0,

cyel
(2,9, )

(1.9) 2 {V.D(x;v,w)—Rx;u,v,w)+T(x;T(x;u,0),w)}=o0.

cycl

Si en particulier T = o, on a
‘ (A, u,v)
(I.IO) ZI (VRR>(x;%:U)w>=O)
cye )
(u,v,w)

(1.11) 2, R(x;u,v,w)=o0.
cyel

2. Dans ce qui suit nous supposons que B a des C*—partitions de l'unité
et T: M — B est un 4-fibré vectoriel dont les fibres sont des espaces vecto-
riels hilbertisables. Alors. M posséde une métrique riemannienne, g ([4], p. 104).

DEFINITION 2.1. Une h—connexion sur M s'appelle riemannienne si dans
chagque trivialisation locale (© , ¢ ,U) on a

(2.1) (%%—)l(x;u,v) (hw) — g, (x; Ty(x;w , %), 0) —gq,(x;%,v Lo(x;w,v))=0

pour tout x € (U) et u,v,w € M.

Si la /—connexion riemannienne a la torsion nulle, alors elle s’appelle
/—connexion de Levi-Civita.

PROPOSITION 2.1. Les coefficients d'ume h—connexion de Levi—Civita
vérifient la relation

(2.2) g(x;F(x;u,w),v)=%{(—g§—)(x;u,v)(/zw)—}5

+ (i—i) (x;v,w) (hu) — (;%)(x %, w)(/w)}
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Démonstration. Apres des permutations circulaires de (%, v, w) dans (2.1)
on a

(23 [ Z)(r;v,w) () —gx; Tl ,0),0) —g (w0, Ts w,w) = o,

(2.4) (%i.)(x;w,u) () —gx;T(x;v,w),n)—glx;w,I'(x;v,%)=o0.

La relation (2.4) multipliée par (— 1) et aprés additionée aux (2.1) et (2.3)
donne (2.2), vu que la /—torsion est nulle, g.ed.

Dans ce qui suit nous étudierons les A—fibrés qui vérifient:

@5 () @), 1) thew @) = (T52) (0(8) , 9) (ot ().

Le fibré tangent & B et tout /4—fibré trivial vérifient (2.5).

THEOREME 2.1 (théoréme d’existence et d'unicitd). Sur tout h—fibré il existe
une seule h—conmexion de Levi—Civita.

Démonstration. Nous considérons (2,2) comme relation de définition pour
les coefficient de la /4-connexion dans la trivialisation (®, ¢, U). Compte
tenu du fait que % est un morphisme des fibrés vectoriels nous obtenons

(2.6) Dysy (@0 b7 (hany 1) = hony Ty (D) (@)), ~ peUNV,

La métrique. riemannienne g vérifie la relation

(2.7) Ey = (g¢°<9°¢_1>’(Tqa<p»quo>'

Nous calculons la dérivée Fréchet de &, en direction /4y, (w):
%.
(2.8) (52) (), ) Chacn () =
oT,
= 8ot ((T327) 0 (9) ) G (@), T (4 () @) +

BTW

+ 8ol [Ty W) (), (522) (2) ) Ghucoie)) +
+(32) @0)5 Too@(8) (), TyoW(8) ©) Ducr (9247 G )

En utilisant (2.2), (2.7) et (2.8) nous obtenons

Zotn (T (0 (2) (a4, ) , T (4 () () =
=05 (Totn (TG (0) (), Tyo (4(2) (@) , Ty (B (2 () +

Ty

e (522 (4 ()2 1) Ghain @), Tye G (2) @)) :

Vu que Ty, ($(p)) est un isomorphisme, la derniére relation nous donne (1.2),
c’est-a—dire I'application I', donnée par (2.2) définit une A—connexion. Il est
aisé de voir que cette /—connexion est une /A—connexion de Levi-Civita.
Si I est une autre 4—connexion de Levi-Civita il est clair qu'elle vérifie (2.2),
d’ott I' = I" et donc la 4—connexion de Levi-Civita est unique, g.ed.
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A l'aide de la /—courbure nous introduisons le tenseur de /—courbure
de Riemann par la formule
R(x;vl,vg,v3,v4)=g(x;R(x;1/3,v4,v2),vl).

PROPOSITION 2.2. Le tenseur de h—courbure de Riemann vérifie:

I) R(x;ﬂl,02,03,04):—R<x;211,712,2/4,‘ﬂ3>,
II) R(X;Z/i,ﬂz,2/3,7/4)=—'R<x;7/2,'01,2}3,7j4>,
. (”237&3‘:”4) .

III> 2} R<x;'711:2/2r7j3)7}4>20'
. . cyc.

Démonstration. 1) résulte de P'antisymétrie de R(x; v, v, , vs) par rap-
port a w3, vy et I1I) est un corollaire des identités de Bianchi (1.11). Pour II)
nous calculons la dérivée Fréchet de (2.2) et obtenons

(2.9) (3};) x;u,v)(bw, 2N = (g—‘i> (s Tz, u),v) (AN)+

—{—g(x;(%)(x;w,u}(hk),v)—}—(i—i)(x;I‘(x;w,v),%)v(/ﬁ\)—l—
—{—g(x;(%) (x;w,0) (f), u>

Compte tenu de (2.9) et (2.2) dans I'expression de la courbure de Riemann,
aprés des réductions de termes.on a:

ar
R(x;on,ve, 0,00 =g (x5 () (505, 00) (how) , 20) —
ar
——g(x;(@;) (x5 va, 1) (hwg) ,vz) +g; Drsoa, Doy, 00)), 09 —
—gx; U(x; v, I'(x;04,00),09) =g(x, Rx;v4,03,01),09) =
=R(x;vy,v1,74,03) =—R;v,v,,v3,2,), g.ed.

Remarque. Vu que nous n’avons pas des expressions globales pour la
h—courbure et la /-torsion, la démonstration de II) est différente de celle
globale connue dans le cas des variétés de dimension finie [3].

Pour introduir la courbure sectionnelle dun /4-fibré riemannien, nous
rappelerons ici quelques résultats algébriques dont la démonstration se fait
d’une méme maniére comme pour les espaces vectoriels de dimension finie.

Soient M un espace de Hilbert et Ry, Ry deux applications g4-linéaires
sur M a valeurs réelles. L

PROPOSITIQN 2.3 (Gheorghiev G,/z., Oproiu V) Si Ri et Re vérifient 1),
IT), III) ez Ra(we,v, % ,v) = Ro(u,v,u,v) alors Ry = Rs.

Soit PCM un plan dans M et (z,v) une base orthonormée dans P.
Nous définissons K(P) = R(%,v,#,v) et on sait qu'elle ne dépende pas
de base [3]. Si (#,v) n’est pas orthonormée, alors

- Ru,v,u,v) .
K®) = 2w w09 — gt oF
Nous désignons Ry (v, vz, v3,24) =g (21, vs) £ (va, vs) — g (01, vy) £ (v2 , v3)
et la démonstration de la proposition qui suit utilise Proposition 2.3.
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'PROPOSITION 2.4. Soit R une application g4-linéairve sur l'espace de Hil-
bert M A valeurs véelles qui vérifie 1), 11) et 111). S¢ K(P) = ¢ pour tout plan
PCM, alors R = ¢Ry.

Soit maintenant ©: M — B un /4-fibré riemannien. Ces considérations
algébriques restent valables pour chaque fibré local M, de M. Pour chaque
2—plan PCM, nous considérons le nombre

; R(x;v1,02,01,09)
KP;x) = 2
® ;%) g(x;v1,01) g(x;02,02) —[g(x;01,22)]2

ol (v;,vy) est une base dans P. K(P ; x) s’appelle la courbure sectionnelle
dans la direction plane P et dans le point x. Si K est indépendante de P et x,
alors M s’appelle a courbure constante.

Il est ici nécessaire de définir la dérivée covariante pour autres appli-
cations différents de celles qui sont dans Définition 1.2. Soit F un espace
de Banach et V une /-connexion sur M.

DEFINITION 2.2. La h-~dérivée covariante pour la C'—application f: o (U) —
L, (M ; F) par rapport & la h—connexion N, en direction u € M est lapplica-
tion N, f: o (U)—>L,(M;F) telle que

(2.10) V. /) (X;‘ul,--"%ﬁ = (‘gg) (x;%l,"',%p) (feoe) —
?
———l_éf<x;”1,"')F(";”"”i),"',up).

Nous supposons qu'’il existe 'application bilinéaire continue Q: F X F —F.
Pour tout f: ¢ (U)—L,(M;F) et g: ¢ (U)—L,(M;F) nous définissons
Q(f,8):9U)—>Ly, (M;F)

Q(f»g> (X;%l)' ' 'r%ﬁ+q) = Q(f(x;%lr" "%p> ’g<X;%P+1 e "uﬁ+q)>'
Si Z: @(U)—>R est de classe C!, alors il est aisé de monter les relations:
) (V) (s, u) = D, 0) () f (x50 0y ) +

+Z<x>.(vuf> <x;u1:' ) up)y
(2‘12> (Vu<Q<f: g))) <x§%1:"':”p+q):
=QVu ) (o, 0y) s & (X5 2041, Uprg) +
+ Q(f(x’%l PR uﬁ) ’ <Vug) (x;%P-H PR %P+q)>'
THEOREME 2.2 (géne'ralz'mz‘z'bn du théoréme de Schur). Sotent =: M —> B
un h—fibré riemannien ayant dim M = 3, hyw surjective pour toute (® , ¢ ,U)

et B connex. Si la courbure sectionnelle K (P ; x) est mdepmdam‘e de la direc-
tion plane P alors M. a courbure constante.

Démonstration. Nous définissons R;: ¢ (U) L, (M;R) avec
Ro@im, ug,ug, ua) =g (x50, uz) g (%5 9, 204) —

4g(X;%1,u4>-g(x;uz,u3)-
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En tenant compte de la proposition 2.4 on a
R@iug, uy, 0y, 0) =K (x) Ry (w5001, 0y, 05, uy).
Pour la dérivée covariarite de R; nous utilisons (2.12) et obtenons
VuRy) (5000, 209, 003, 2g) = (V;g) (5000, 25) g (x5 g, ug) +
tg sy, 1) (Vog) (x5 0y, 1) — (Vug) (5001, 2a) g (%5 s, u5) —
—& x5 ur, us) (V&) (x50, ug).

Mais V est une /-connexion riemannienne, c’est-a-dire V, g = o et donc
V. R; = 0. En utilisant (2.11) on a

(213)  (VuR) (5, up, 05, 20g) =K' () (ht) Ry (x5 001, 205, 25, 04) -
Par des calculs directs, compte tenu de (2.10) il résulte
(VuR) (x50, 205, 205, 200) = g (25 (V, R) (w5 205, 20y, 243) , 247).

Compte tenu de cette derni¢re relation dans (2.13) on a
(VuR) (w501, 209, 103, 04) =K' (%) (o) (g (x5 ug , ug) - ug —g (x5 Uy, u3) - uy) .
Nous utilisons l’1dent1te de Bianchi (1.10) et obtenons

K' (%) (/m) (g (x5 2y, 2q) 23 —& (x5 uy , ug) 1) +

+ K' (%) (hues) (g (x5 g, ) 0g —g (x5 05, 0g)-20) +

+ K () (hta) (8 (503, 05) 10— (25 0, 20) 1)

Pour u3 fixé nous prenons u,,u;,u de sorte que #y = 2, us, uy , ts sont
orthogonaux deux & deux et g(x;uy,%;) = 1. On a

K’ (%) Uineg) -0 — K' (%) (neg) -5, = o

Mais #3 et #, sont linéaires indépendants et donc K'(x) (hu3) = o. Vu que
Ay est surjective, nous obtenons K'(x) = o, c’est-a—dire K est localement
constante. Mais B est connex et donc K est constante sur B, g.ed.

Remarque. Si en particulier M = TB et 4 = 11p, alors nous obtenons
des résultats connus pour les connexions linéaires sur une variété bana-

chique [2].-
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