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Meccanica. — Su/l' integrazione approssimata di alcune equazioni
della Meccanica®. Nota ™ di Grovanna Boscur Prrrini, pre-
sentata dal Socio D. GrarrI.

SUMMARY. — The author considers the differential equation:
(1) gy =10

where ¢ is a small number. He finds an approximate solution of (1) with an error O (c2),
when f(¢) = o, and with an error O (s) when f(¢)==0. He exposes some applications of
his results to a problem of mechanics.

1. — Lo studio dei piccoli moti intorno ad una posizione di equilibrio
stabile in un sistema meccanico a un grado di libertd, con vincoli lentamente
variabili col tempo, conduce ad un’equazione del tipo:

(1) Q+a2Q=r(@

dove w? = w? (1), T = ¢, ¢ numero positivo molto piccolo.

Comunque la (1) si incontra in varie questioni applicative, per esempio
nelle oscillazioni forzate di un sistema meccanico o elettrico con caratteristiche
lentamente variabili col tempo.

Ora, se f () = o, ¢ ben nota la soluzione di (1) con approssimazione del-
Pordine di ¢, in un intervallo di tempo [0, L/e], L > o e del resto arbitrario,
soluzione che in sostanza risale a Liouville.

Pero, per quanto mi risulta, non ¢& stata ottenuta una soluzione appros-
simata di (1) con f (¢) == o (che supporremo come ®? continua e limitata nel-
I'intervallo [0, oo, nel medesimo intervallo [0, L/e], il che puo aversi se
Q e Q sono note, per f () = o, con approssimazione dell’ordine di e2.

In questa Nota ho ricavato, anzitutto, con approssimazione dell’ordine
di €2, una soluzione della (1) con f(#) = o, soluzione ovviamente di qualche
interesse.

La questione ¢ stata trattata anche da altri Autori, ma non mi risulta che
abbiano ottenuto, almeno esplicitamente, la mia soluzione che si presenta
relativamente semplice. Comunque ritengo che il procedimento da me seguito,
che in sostanza si avvale della teoria degli invarianti adiabatici, possa avere
carattere di novitd; inoltre tale metodo permette abbastanza facilmente di
calcolare un valore maggiorante dell’errore commesso sostituendo la soluzione
approssimata alla soluzione esatta di (1).

(*¥) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei gruppi di ricerca matematici del C.N.R.
(¥*) Pervenuta all’Accademia il 31 luglio 1973.
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Col metodo della variazione delle costanti arbitrarie ho poi ricavato
I'espressione approssimata della soluzione di (1) nell'ipotesi f(£)==o0, con
un errore dell’ordine di e.

Ho infine ricavato 'equazione a cui ho accennato in principio, e che, in
base ai risultati ottenuti, ho risolto in modo completo con una approssi-
mazione dell’ordine di 2.

2. Consideriamo, dunque, la seguente equazione:
Q+ Q=7
dove, come gia si ¢ detto, w? = 0? (1) = 0?(ef) e, se o >0, & = O(e),
& = O(e?), ecc.

Se f (£) = o, mediante una ben nota trasformazione canonica @) a nuove
variabili J e 6:

(2 Q= V%L sen , O= ]/2 Jo cos 0
la (1) si riduce al sistema:

S j=———]-i-’—cos26
3

) ézm—!——;—%senzﬂ.

Consideriamo la seconda equazione di (3) e cerchiamo di risolverla nell’inter-
vallo [0, L/e] con un errore dell’ordine di 2.
Si ha intanto la relazione:

td (6 R I o T d (6
—I—CIT(—(O—ZCOSZ6)—-7ﬁsenz6(0)—{—7;~Sen26>—-—-4—a‘<ﬁ}cosze

da cui segue:

é 1 d (& o,
’To‘senze—- _4~_dl‘ (—52—C0526>——?$3—Sen 26—}—

1 d

YT <§E) cos 2 0

1
2

—cos 40

. . . I i .
quindi, ricordando che sen?226 = , si ha, sostituendo nella seconda

di (3) e integrando da zero a #, dove f€[o,Lfe], L >0 e del resto arbi-
trario, (detto 6, il valore iniziale di 6, cio¢ per # = o):

¢
0

(4) 0:0O+/mdl———;—[%cosze} -+
0

¢ t t
. .9 Al X
+%f§<$_2) cos 2 0dt— [{;’3 dz‘—i—-;—/ O cos 40 dz.
i} 0 0

(1) Cfr. per esempio [1].
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Poiché
=00 glE)=0@® , S=0@

w2 3

si ha intanto, posto

t
6_’.—:90—]-/codt
0

(s) 0=0 +0().

Per ottenere 6 con approssimazione di O (€2), notiamo che:

;%{%(%)% senze} z%(ro%)%cosz()(m—|—%§—sen26)+

1 dfd/{e)\1
oW [E (:ﬁ) lsen 20
da cui, essendo, come subito si verifica,
d[d /o)1 o 3
@[W(ﬁ)ﬂ = 0(),
si ha:
6) —d—<——‘;)—>c0526—i(—1{~d— A)isenz@ + O(ed)
dz \ w2 T2 dz | dt\e?) e | '
In modo analogo si pud scrivere:

12 ‘\ 02 . 1 .2
i——-—(%senA,(%):%coséﬁ)(m +?%sen26)+—%;<%)sen40

vy
ciog, essendo

< (%j-) =03

7 c%: cos 4 0 = " —57 (gz— sen 4 6) + O(3).
Ora si ha, per la (6), e tenendo conto che
2
/O () de =0 (e?):
0
t

(8) /% (—:—’2> cos 2 0d¢= % [th <-§2‘)% sen 2 67‘; + /;)<53> df = 0O(e?).
i B

e analogamente per la (7) si ha:

t
(©) [%cos46dz‘=0(sz).
0
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Si noti poi che @:

. , - ) )
[%cosz@}oz—gz«cosz6(1)——2(;—c05260=%00s20’+
~{——“(c0528—c0526)— ;’cos260=£§c0526'—~%’—c05260+0(32).

[N o
Si ha cosi, per la (4),
¢

(IO) 9’:0'—]—»— o cos 260 ; .‘2‘(:0526’ < /wz dl’}‘O(sZ):

(")0 o/
0
che esprime 6 con un errore dell’ordine di €2.

Passiamo ora al calcolo di J nell’intervallo [0, L/e], sempre con un errore
O(<?). Questo calcolo ¢ gia stato fatto, in sostanza, nella Nota [2], comunque
per comodita, lo riportiamo.

Poiché, al solito:

%?(11 <;sen26> —;2cosz 6(0)—[—

Nl-—t

%senzﬁ)—l—% i( © )senze—

:%coszﬂ—%%(é((ﬁ))*»coszﬁ}—{— —sen 4 0+ O(ed)

ricavando da questa equazione % cos 2§ e sostituendo tale espressione nella
prima di (3), si ha:

_j_z_ii(_'_senzf))——i— gj [(?t(u?) coszei—l—

sen 4 0+ O (3).

Integrando fra zero e ¢, # € [0, L[e], risulta (si tenga presente la (g) valida
anche scambiando coseno con seno, come subito si verifica):

" ¢
Ig j% — [—2% sen 2 0}0 + O (e?)
dove J, ¢ il valore di J per #= o.

Ponendo 0’ in luogo di 6 si commette un errore dell’ordine di €?; si ha
pertanto, nell’intervallo [o, L/e]:

(11) J=1Jpexp (—— ';"’2 senz@o) + O(e?).
2 0)
Le (10) e (11) esprimono dunque, ricordand il valore di ', i valori di
J € 0 con un errore dell’ordine di €2. Per le (2) si ha percid la cercata soluzione
di (1) con f(#) = o con un errore dell’ordine di 2 e nell’intervallo [o, LJe].

(2) Si osservi che, tenendo presente anche (5), |cos20—cos20 | <2 [6—0| =

= O(e) quindi, conforme al testo: @

o (cos20—cos26)=0(2.
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Ovviamente, trascurando nei secondi membri di (10) e (11) i termini
in ¢, cioé¢ ponendo & = o, si ha la nota soluzione del sistema (3) e quindi
della (1) (con f(#) = 0) con un errore dell'ordine di .

Notiamo che, cambiando 6 in 6 + =/2, le (2) diventano:

(12) Q:l/zchose , Q=—V2Jw senb

e le (3) restano invariate salvo lo scabio di @ con — . Valgono pertanto
ancora (10) e (11), perd con — & in luogo di o .

3. Consideriamo ora l’equazione non omogenea:

(13) Q+a2Q=r@
e, per risolverla, applichiamo il metodo della variazione delle costanti
arbitrarie.

Consideriamo le soluzioni dell’omogenea ad essa associata, che indichiamo
con Q; e Q,, cioé siano

(14) Q, = V—%l senfi , O, =]27J 0 cos 0

(15) szl/ 0{2 cos O, , Qy=—|2T,0 sen b,

dove J;, 0, sono soluzioni di (3), J,, 0, soluzioni di (3) con — & in luogo
di @, corrispondenti alle condizioni iniziali

(16) Jlo=J20=% ;o Bp=10p=0.

Poniamo, per il citato metodo:
(17) Q=Cx+CQ , Q=C0Q +C0,.

Allora, tenendo conto che il Wronskiano fra Q; e Q, vale —1, si ha, con
passaggi ben noti:

(18) cl=f'f<t>dit+cm ; c2=——ff<z>QLdz+cgo.
0 0

Sostituendo nelle (18) a Q; e Q, i loro valori approssimati ottenuti
ponendo in luogo di J, e J,, 0, e 0, le espressioni (10) e (11) (con — & in
luogo di @ per J, e 0,) si pud ottenere C; e C, a meno di un errore
dell’ordine di e.

Quindi le (17) esprimono la cercata soluzione della (13) con un errore
dell’ordine di e, nellintervallo [0, L/e].

4. Come applicazione dei risultati ottenuti, si abbia un sistema reono-
mo a un grado di libertd, in cui i vincoli variano molto lentamente al trascor-
rere del tempo.
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Ciog, se g ¢ la coordinata lagrangiana del sistema, ogni suo punto P,
sia tale che P, =P (g,7), T=¢ >0 molto piccolo.

Inoltre supporremo le forze derivanti da un potenziale V(g,T) e che,
bloccati i vincoli all'istante i (I istante generico), per # >1 la posizione
corrispondente a ¢ = o sia di equilibrio stabile con potenziale V (0, ¢l) e

92V(q,e2))
(‘ag e~ O
Inoltre ammetteremo che, durante il moto, ¢ e ¢ restino abbastanza

piccole in modo da poter trascurare prodotti e potenze di ¢ e § superiori
alla seconda.

In queste ipotesi, come si ¢ visto [3], la Lagrangiana assume I'espressione
(con a;, (¥) > o0):

(19) 0="Tu(D)g2+ <o, () g+ oy (V) 4] +

€2 [y (2) 4/ (7) ¢ 4y (7) %] — - a1 (7) 2.
e quindi I'equazione di Lagrange é&:
(20) g (Tud) +|[ 72 —2h)g+ 52 — | +ang=o.
Posto

(21) Q=]Ty ¢

si ha, con semplici calcoli, la seguente espressione per la (20):

a e? 3 VT‘—I': €2 9911
(22) Q— T, e Q-+ Ty <"F —2 }ln)Q +
g2 Scpl . g2 }11 a1 =0
VT o7 J Ty Tu '
Cioe, posto
1 o
(23) Y= = — )
2 p—
a1 e? 1 (9@11 > FVTy,
o= - — | = — 20 — —
Ti + /Ty []/T11 ot 1 o2

si ha l'equazione:
(24) | Q+e2Q=—ey(x)

in cui, essendo % molto piccolo e a;; > o, si pud supporre w2 > o.

Si noti che, in questo caso, nel calcolo di C; e Cy, si possono porre i
valori di Q, e Q, calcolati con un’approssimazione dell’ordine di e.

Infatti, in questo caso, si pud scrivere:

Ji=1TJw+0®% , Jo=Ja +O() ,

0,=04+0@E , 0,=0+0@c |, W=fm&
0
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Quindi:
Q=qg=5n0+0@ , Q= cost'+0().

Percio per (17) si ha:

4

(25) C,=Cyp— 82[ V('_T) cos 0" dz 4 O(<?)
0 [O)
¢
(26) C, = Cyy & €2 / }@ sen 0’ dz + O (c2)
w
[

e le (17) risolvono completamente il nostro problema con un errore dell’ordine
di €2 nell'intervallo [0, L/e].
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