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Geometria. — Sw wuna nuova classe di spazi affini generalizsati
di Sperner. Nota @ di Giorcio NicoLETTI, presentata dal Corrisp.
G. ZAPPA.

SUMMARY. — In this paper a new class of Sperner’s affine generalized spaces is construc-
ted from desarguesian affine spaces of dimension 3 and order ¢2 (¢ prime odd > 3 power);
these spaces have the property of containing ¢3 + ¢% + ¢ Hughes planes.

The procedure I have used can easily be applied to a similar affine desarguesian space of
any (finite) dimension; in case of dimension 2 we find the (regular) Hughes plane of order ¢2.

Sia ¢ una potenza di un primo dispari, ¢ > 3: indicheremo con lettere
latine gli elementi di GF (g) e con lettere greche gli elementi di GF (¢g?).
Si fissi un elemento 0 € GF (¢% di periodo 2 (¢ — 1); si ha allora

0 ¢ GF (¢) e 07=—90.

Ogni elemento « € GF (4% pud allora scriversi in uno ed un sol modo nella
forma

o= a; + Oa, a;,,a, €GF () .

Assegnato un elemento « € GF (¢%) diremo suo comiugato I’elemento
o =oal; se « = a; + Oa, si ha allora

&= ol = g, — Oa,
e pertanto
o+a=2a
L& = 2 ay
ed inoltre

oc/=5c<=>oc€GF(q).

Chiameremo rea/: gli elementi di GF (¢) e complessi gli elementi di GF (g?).

Indichiamo con X lo spazio affine desarguesiano costruito su GF (¢%) e
con II il suo sub-spazio costruito su GF (g).

Un punto di X si dira reale se & anche punto di II, cioé se ha coordinate
‘tutte reali; una retta di X si dird reale se contiene una retta di II; una dire-
zione si dird reale se ammette parametri direttori tutti reali; un piano di Z
si dira 7eale se contiene un piano di II; una giacitura si dird reale se ammette
parametri di giacitura tutti reali.

Dato un punto P=(£,n,%) di X, diremo suo consugato il punto
PP — &% 1),

(*) Pervenuta all’Accademia il 10 ottobre 1975.
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Assegnato un piano « di X, i coniugati dei suoi punti sono tutti ¢ soli i
punti di un piano che indicheremo con & = a? e che chiameremo coniugato
di a; se di o & assegnata un’equazione, allora & ¢ individuato dall’equazione
i cui coefficienti sono i coniugati dei coefficienti dell’equazione di «.

Analogamente per le rette.

Sia / una retta di X e sia / la sua coniugata: si avvera una ed una sola
delle seguenti affermazioni: 7) / e / sono coincidenti; #2) 7 e I sono incidenti;
7i7) / e [ sono parallele; 72) / e [ sono sghembe.

Una retta si dira &7 tipo ¢ ,1,0,,0O, rispettivamente se soddisfa la
condizione 7), #%), 7i7), 7v). v

Le rette di tipo ¢ sono tutte e sole le rette reali: ciascuna di esse possiede
esattamente ¢ punti reali e direzione reale ed ¢ incidente esattamente a ¢ + 1
piani reali.

Ogni retta di tipo 1 possiede un solo punto reale, che si dira vertice, ha
direzione non reale ed ¢ incidente ad uno ed un solo piano reale.

Ogni retta di tipo O, & priva di punti reali, ha direzione reale ed & inci-
dente ad uno ed un solo piano reale.

Infine ogni retta di tipo O, & priva di punti reali, ha direzione non reale
e non ¢ incidente ad alcun piano reale.

Procediamo ora a stabilire un criterio per separare in due classi distinte
i punti di una retta di tipo 1 diversi dal suo vertice, e ad analizzare le pro-
prieta di tali classi.

1. PROPOSIZIONE. Siano A, B ,C tre punti allineati ¢ distinti di 'Y
e sta

C=A4+yB—A) con vy €GF (¢%);
sia P un punto della retta (A, B) tale che
P—A 42(B—A)

P=A+u(C—A) con A, u€GF (¢?)
allora
A= puy.

Dimostrazione. QOvvia.

2. PROPOSIZIONE. Sia ! una retta di tipo 1 di T e sia V il suo vertice;
siano A e B due punti distinti di I ¢ diversi da V, ¢ sia

B=V4+2A—-V) con L €GF (g%
e st supponga inoltre che la retta (A, B) sia di tipo 1 ¢ sia W il suo vertice; sia
E:W—}—u(A-—W} con u€GF (¢%;

allora )\ & un quadrato in GF (g°) se e solo se y & un quadrato in GF (g2).
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Dimostrazione. Poiché V & reale, non ¢ restrittilo limitarsi al caso in
cui V=(0,0,0); si ha dunque B = AA e percid AA = (1 — ) W + pA
da cui

W= (A —pA)

e la coniugata

W= "= QA —pA);
I—p

confrontando e riordinando si ottiene
[(C—WA+C—wWrlA=[0—wr+0T—DulA
ma A & non reale, pertanto deve essere
(—Wr+0—wWE=0=0—wWrA+0—Du

di qui risolvendo si ottiene

A—1

wo=—Ag—

=1(—DG—0""

ma in GF (¢ gli elementi —1 e (\ —1)?"" sono entrambi quadrati, e quindi
® & quadrato se e solo se & quadrato A.

3. PROPOSIZIONE. Sia [ una retta di tipo 1 di 2, e sia V i/ suo vertice;
stano A e B due suoi punti distinti e diversi da V, e sia
B=V+4+2A—V) con X €GF (¢?)
st supponga inoltre che la retta (A, B) sia di tipo O,, cioé sia parallela alla sua
coniugata (A, B); allora N ¢ un gquadrato in GF (g%).

. Dimostrazione. La retta (A, B) & di tipo O, se e solo se B— A & propor-
zionalea B—A;maB—A =(V—A) —A(V—A)eB—A =(V—A)—
— A (V—A): di qui si ricava che cid avviene se e solo se A = I; sia ¢ un
generatore del gruppo moltiplicativo di GF (¢*) e sia A = ¢*; si ha allora:

I = AA = &% €% = (gD
e dunque

x(g+1)="r(—1)
con % intero positivo, e pertanto
x=h(g—1);
dunque x & pari e quindi A ¢ quadrato.

Sia 7 una retta di tipo 1 di X, e sia [ la sua coniugata; indichiamo con V
il suo vertice; se A e B sono punti di / diversi da V, poniamo

A~B
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se e solo se

B=V+2rA—V)
con A # o, quadrato in GF (¢?), ed analogamente per i punti di /.

4. PROPOSIZIONE. La relazione precedentemente definita ¢ di equivalenza
sull’insieme dei punti di [ diversi dal vertice V, ed induce su di esso una parti-
zione in due classi. Inoltre se A, B €/ si ha che A ,B€l,¢eA ~B se e solo
se A ~B.

Dimostraszione. Segue immediatamente dalla Prop. 1.

Assegnata una retta / di tipo 1 di X, di parametri direttori (A;, %, Ag)
indicheremo con D (/) la terna di parametri direttori di / cosi definita:

D @) = (1,%/N, A/0) se M #O
D(1>=<O’I))\3/7\2) se 7\1':0

(non puo essere Ay = A, = 0, ché altrimenti / avrebbe direzione reale, contro
I'ipotesi che / sia di tipo 1).
Assegnata una retta / di X indicheremo con $ (/) I'insieme dei suoi punti.
Sia ora V il vertice della retta / di tipo 1; il punto A =V + D (/) & inci-
dente alla retta /; poniamo allora:

N ={Be/|B=V+r(A—V),rs#0,A quadrato in GF (g%}
B()={Be/|B=V-+1A(A—V),r#0,) non quadrato in GF (g%}

N () si dira Vinsieme dei punti rossi di [, e B ([) si dira Uinsieme dei punti
verdi di /. Ovviamente si ha

PO={VIVRQOUB Q)
O=RONBO

5. PROPOSIZIONE. Sia / una retta di tipo 1 di X e sia B un suo punto
diverso dal suo vertice V; allora il colove di B rispetto a [ é lo stesso colore
di B rispetto a l, cioé

BeR()e=Ben().
Dimostrazione. Poniamo A =V +D () e A=V + D () v
se B#V—l—h(A~—V) allora B=V +2(A—V) e quindi B €% (/) «= 20,
A & quadrato in GF (¢®) <=2 # 0, A "e quadrato in GF (%) =B e % ().

6. PROPOSIZIONE. Sta / una retta di tipo 1 di X e sia V il suo vertice;
siano A e B due suoi punti distinti e diversi da V; indichiamo con m la retta
(A, B); alloram éodi tipo1 o di tipo Oy nel primo caso si ha che A ¢ B

18, — RENDICONTT 1975, Vol. LIX, fasc. 3-4.



246 Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Vol. LIX - Ferie 1975

hanno — rispetto a l — lo stesso colore se e solo se A e B hanno lo stesso colore
rispetto a m; nel secondo caso si ha che comungue A e B hanno lo stesso colove
rispetto a /.

Dimostrazione. La coniugata della retta m ¢ la retta m = (K, B), com-
planare a 7 e distinta da essa: 7 percid non pud essere né di tipo ¢ né di
tipo O,; le restanti affermazioni si deducono dalle Prop. 2 e 3.

Procediamo ora alla costruzione di una nuova struttura affine di inci-
denza.
Sia / una retta di X; poniamo

=P
se / non ¢ di tipo 1

i ={VIUR QU O

se / & di tipo 1 e di vertice V; si ha allora ovviamente Jg={V}UR ) U B (7);
all'insieme /i ora definito assegneremo come dzrezione la direzione di 7 in Z.

Indichiamo con Q = (£, %, £, M) la struttura d’incidenza cosi definita:
I'insieme & dei punti di Q & costituito dai punti di Z; I'insieme # delle retze
di Q ¢& costituito dagli insiemi /g precedentemente definiti, U'Zncidenza S &
I'appartenenza; il parallelismo ¥ & cosi definito: due rette /i e mpy sono paral-

lele se e solo se hanno la stessa direzione.

7. PROPOSIZIONE. Due punti distinti di Q sono incidenti ad una ed una
sola retta di Q.

Dimostrazione. Siano A e B i punti assegnati: essi sono incidenti ad una
retta di L se e solo se si verifica almeno una delle seguenti condizioni:

@) in £ A e B sono incidenti ad una retta / non di tipo 1; allora
in Q A e B sono incidenti alla retta /g;

6) in £ A e B sono punti rossi della retta 7 di tipo 1; allora in Q
A e B sono incidenti alla retta /Jy;

¢) in 2 A e B sono punti verdi della retta 7 di tipo 1; allora in Q
A e B sono incidenti alla retta Iy;

d) in X A & vertice e B ¢ punto rosso della retta / di tipo 1; allora
in Q A e B sono incidenti alla retta /g;

‘ ¢) in T A & vertice e B & punto verde della retta /7 di tipo 1; allora
in Q A e B sono incidenti alla retta ly;

/) in = A & punto rosso e B & punto verde della retta / di tipo 1; allora
in Q A e B sono incidenti alla retta /.

Osserviamo innanzitutto che almeno una delle sei condizioni sopra elen-
cate si avvera in ogni caso, e pertanto in Q due punti distinti sono sempre
incidenti ad almeno una retta.



GIORGIO NICOLETTI, Su una nuova classe di spazi, ecc. 247

Inoltre le sei condizioni elencate si escludono a vicenda, e poiché in Q
i punti A e B sono incidenti ad una retta so/o quando a/meno una di tali con-
dizioni & soddisfatta, ne dobbiamo concludere che in Q due punti distinti
sono incidenti ad una ed una sola retta.

8. PROPOSIZIONE. La relagione di parallelismo tra rette di Q ¢ di equi-
valenza.

Dimostrazione. QOvvia.

9. PROPOSIZIONE. Siano [ e m due rette distinte di tipo 1 di ¥ aventi la
stessa direzione A = (o, ay , ag) di vertici V' e W rispettivamente, ¢ si supponga
ohe [ e W siano complanari; sia B lintersezione di'l ¢ i e sia

B=V +2A A €GF (g%

€:9) _
B =W+ uA w €GF (4%

allora )\ é quadrato se e solo se é quadrato .

Dimostrazione. Sottraendo membro a membro le (%) e le relative
coniugate e confrontando si ha:

@+NA=@+DA

i due membri di questa eguaglianza sono coniugati, e percid (@ -+ A) A & reale,
ma poiché per ipotesi la direzione A & non reale deve essere @ + A = 0, cioé
T=—X ma—1 & quadrato in GF (¢%) e dunque p & quadrato se e solo
se & ¢ quadrato se e solo se A & quadrato.

10. PROPOSIZIONE. Siano [ e m due rette di tipo 1 di T distinte ed aventi
la stessa direzione, e sia I complanare con m; detto B il punto d’intersesione
di l e M, si ha che B ha lo stesso colore rispetto a I ed a m.

Dimostrazione. Segue dal n. 9.

11. PROPOSIZIONE. Due rette di Q parallele e distinte non hanno punti
in comune.

Dimostrazione. Siano /y e my due rette di Q parallele e distinte; se la loro
comune direzione ¢ reale, allora le corrispondenti rette / e 7 di X sono o di
tipo ¢ o di tipo O, e sono prive di punti comuni, e quindi anche /4 e 7y sono
prive di punti comuni.

Supponiamo ora che la comune direzione di Z e wy sia non reale; se /
e 7z in % sono entrambe di tipo O, allora non hanno punti in comune, e cosi
dicasi di /i e 721 in Q; se invece 7 & di tipo 1 e 7 & di tipo O, abbiamo che questa
ultima non pud giacere nel piano individuato da 7 e /, essendo questo reale,
e quindi la retta 7 sara ad esso parallela: dunque 7 non ha punti in comune
né con /7 né con /; ed allora anche %4; e my sono prive di punti comuni in Q;
supponiamo infine che / e 7 siano entrambe di tipo I; siano rispettivamente
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7, € T, 1 piani (reali) individuati da / e [ e da m e #: se wr; e m, sono diversi
allora risultano paralleli, e quindi la retta / non ha punti in comune né con
m né con i, e cosi dicasi per [; pertanto /i e myu sono prive di punti comuni;
se invece T, coincide con 7, allora per la Prop. 10 si ha che il punto B inter-
sezione di / e m ha rispetto ad esse lo stesso colore, ed altrettanto dicasi per
il punto C intersezione di / e 7; pertanto se Ve W sono i vertici di / ¢ » si ha:

IiOmg = {(VIUR@QUE O)NEWIUR (m) U R (7)) =
=MD ORE)UOD OB @) VSO OR @)V E@ENL @) = 5.

Dunque in ogni caso /g e #u non hanno punti in comune.

12. PROPOSIZIONE. Ogni retta di Q ¢ incidente a ¢* punti.

Dimostrazione. Segue dalla definizione stessa di retta di Q.

13. PROPOSIZIONE. Fissati in Q wun punto ed una direzione, per quel
punto passa una ed una sola retta parallela a tale direzione.

Dimostrazione. Tenuto conto del fatto che i punti di Q sono ¢ e le rette
di una direzione sono ¢%, mutuamente prive di punti comuni, e ciascuna
dotata di ¢® punti, si ricava che per ogni punto di Q passa una ed una sola
retta parallela alla direzione assegnata.

14. PROPOSIZIONE. Ad ogni punto di Q sono incidenti ¢* -+ ¢* -+ 1 rette.

Dimostrazione. Sia P un punto di X: ad esso sono incidenti in T
g* -+ ¢* + 1 rette; se P & reale e / & una retta di X si ha:

in X Pe€lesin Q Pely

e dunque a P sono incidenti in Q ¢*4- ¢24- 1 rette; se invece P & non reale
e / & una retta di X non di tipo 1 si ha:

in X Pe€le=sin Q Pely
nel caso in cui invece / & una retta di tipo 1 si ha:

in £ PeER(Dein Q Pely
in X PeR3({)e=in Q Pely

e dunque anche in questo caso si ricava che le rette per P sono ¢* + ¢% - 1.

Ricordiamo che si dice spagio affine generalizzato di Sperner o S-spazio
una struttura affine d’incidenza & = (2, #Z, 4, 9) ove: e &£ sono insiemi
disgiunti, i cui elementi si diranno rispettivamente punti e rette; F & una
relazione binaria da P a R detta sncidenza e 9 & una relazione di R in
sé detta parallelismo;
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debbono inoltre essere soddisfatti i seguenti assiomi;
S;) due punti distinti sono incidenti ad una ed una sola retta

S,) ogni retta & incidente ad uno stesso numero cardinale (> 2) di
punti, numero che chiameremo ordine dell’S—spazio;

Sy) il parallelismo ¢ una relazione d’equivalenza;

Sy) fissati comunque un punto P ed una retta / esiste una ed una sola
retta parallela a / ed incidente a P.

Risulta allora che ad ogni punto di un S-spazio ¢ incidente lo stesso
numero cardinale di rette; nel caso finito, detto £ tale numero, e detto ¢ 1'or-
dine dell’'S—spazio, diremo che esso da dimensione regolare n se risulta

_
k=L

E immediato provare che un S-spazio di dimensione regolare 2 & un
ordinario piano affine (cfr. [1], [2]).

15. TEOREMA. Q é wun S—spazio d’ordine ¢* ¢ di dimensione regolare
eguale a 3.

Dimostrazione. Che Q sia un S-spazio d’ordine ¢* lo si ricava dalle pro-
posizioni precedenti; esso ha inoltre dimensione regolare: infatti detto £ il
numero delle rette incidenti ad uno stesso punto si ha per la Prop. 14

é: 96___1 — (g2)3._1
g?—1 ?—1

Diremo che una sottostruttura Q' di Q & un péano contenuto in Q se risulta
anch’esso un S-spazio, con ordine eguale all’'ordine di Q, ma di dimensione
regolare eguale a 2 (e quindi Q' ¢ un ordinario piano affine).

Se 7 ¢ un piano di X indichiamo con ), la ““sottostruttura” di Q i cui

punti sono i punti di = in Z e le cui rette sono del tipo /g con / retta di w in X.

16. PROPOSIZIONE. Sia © un piano reale di X: allora Qi é un piano di
Hughes e pertanto Q contiene ¢* + ¢* + g piani di Hughes, ¢ quindi in parti-
colave T é non desarguesiano.

Dimostrazione. La sottostruttura Q; ¢ il piano di Hughes regolare di
ordine ¢2 (cfr. [2]). In corrispondenza di ogni piano reale di X si ottiene dunque
un piano di Hughes contenuto in Q; poiché i piani reali in 2 sono ¢% +¢* +¢,
se ne conclude che altrettanti sono i piani di Hughes contenuti in Q.

Notiamo che in X esistono esattamente ¢* — ¢ piani privi di punti reali:
essi sono tutti e soli quelli di equazione del tipo

at +by+cC+3=0 ove a,b,c€GF(g),8e¢GF (¢).
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17. PROPOSIZIONE. Sia w wun piano di T privo di punti reali: allora Q-
¢ un piano desarguesiano e dunque Q contiene ¢* —q piani desarguesiani.

Dimostrazione. Le rette della sottostruttura Qr sono tutte del tipo /g
con / retta di m; ma 7 possiede solo rette di tipo O, e O,, e dunque Qr ¢ iso-

morfo a m, e quindi desarguesiano. Da quanto notato sopra segue dunque
I'asserto.

18. PROPOSIZIONE. Sia ™ un piano di Z: allora Q. ¢ un piano di Q se

e solo se ™ ¢ reale o privo di punti reals.

1

Dimostrazione. Una delle due implicazioni ¢ provata dalle Proposizioni
16 e 17. Supponiamo ora che Q. sia un piano di Q e che = sia dotato di punti
reali: sia P uno di tali punti; allora per P passa almeno una retta / di tipo 1
contenuta in 7; si ha allora che in Q- sono contenuti i punti rossi di / ma anche
i punti verdi di /, e dunque in = deve essere contenuta tutta la retta J: pertanto
= risulta reale, perché contiene una retta e la sua coniugata. Con cid I’asserto
¢ completamente dimostrato.
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