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Analisi funzionale. — Sur la frontiére d’un convexe mobile. Nota *)
di Manuer D. P. MoNTEIRO MARQUES ), presentata dal Corrisp.
R. ConrI.

RiassuNTo. — Siano A, B sottoinsiemi convessi, chiusi e limitati di uno spazio
normato X, con le frontiere fr A, fr B. Dimostriamo che % (A, B) = k (fr A, fr B),
dove & & la metrica di Hausdorff tra sottoinsiemi chiusi di X. Studiamo inoltre la con-
tinuitd e la semicontinuita superiore ed inferiore di una multifunzione di tipo «fron-
tiera ».

Soit X un espace normé réel. On notera # (X) I’ensemble des parties con-
vexes de X, fermées, bornées, non vides. De récents travaux [1], [2] ont mis en
évidence certaines propriétés des ensembles de solutions des inclusions diffé-
rentielles

4] ' xe F (1, x)
et
) xefrF(t,x),

ou F est une multifonction a valeurs dans & (X) et ou fr F (¢, x) désigne la
frontiere de F (¢, x). Nous nous proposons ici de relier la variation de t —
—F (¢, x) et celle de t — fr F (¢, x), mesurées en termes de distances de Haus-
dorft, ainsi que les semi-continuités éventuelles de ces deux multiapplications.
Le théoréme suivant est & cet égard essentiel:

TuforEME 1. S7 h désigne la distance de Hausdor[f, on a:
(1) VA,Be# (X) h(A,B)y=h(fr A, frB).
Les deux lemmes suivants sont assez usuels:

Lemme 1. Tout Ae® (X) est égal a Penveloppe convexe de sa frontiére
(notée cofr A) et si f: A —R est une fonction convexe, on a:

(*) Pervenuta all’Accademia il 21 settembre 1984.
(**) C.M.A.F. Avenida Prof. Gama Pinto, 2, 1699 Lisboa Codex, Portugal.
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(2) sup f (x) =sup f(x).
xe A

xefr A

Démonstration. Comme A. est convexe et fermé, il contient co fr A. Ré-
ciproquement, tout point a € A appartient & cette enveloppe convexe: en effet,
toute droite D passant par a intersecte A selon un segment fermé borné [b, c];
les points b et ¢ sont nécessairement dans fr A et a est une combinaison convexe
de ces deux points.

L’égalité (2) résulte du fait que I’ensemble

{ye A:f(y) <sup f(x)}

xefr A
contient fr A et est convexe, donc égal a4 A. E
Les normes de X et de son dual topologique X* sont notées | . | et le pro-

duit de dualité (.,.). On note d (x, B) la distance d’un point x & un ensemble
non nécessairement convexe B.

LemMmE 2. S7 x ¢int B (Uintérieur de B) alors
3) d(x,B)y=d(x, fr B).

Démonstration. Comme tout point de fr B est adhérent & B, il vient
d (x, B) <d(x, fr B). Pour prouver I'inégalité inverse (triviale si xe fr B) il
suffit de montrer que |x —y | > d (x, fr B) pour tout ye int B. Le segment
de droite [x, y], ensemble connexe, ne peut pas étre la réunion de ses deux par-

ties ouvertes non vides [x,y] Nint B et [x,y] Mext B; il contient donc au
moins un point g€ fr B, d’ott |x—y | > |x—=2 | >d (x, fr B).

Démonstration du Théoréme 1. La distance de Hausdorff entre deux en-
sembles (non vides) A et B est par définition

h(A,B)=max{e(A,B),e(B,A)},
avec

e(A,B)= Sl}% d(x,B).

Soient A., Be # (X). Comme alors x —d (x, B) est une fonction convexe,
le Lemme 1 implique

e(A,By=e(frA,B) <e(fr A, fr B);
d’ol, en échangeant A et B et passant aux ¢ max »:

(4) h(A,B) <h(fr A, fr B).
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Pour achever la preuve de (1) il suffit d’établir
(5) e(frA,frB) <h(A,B).
Soit € > 0; comme e (fr A, fr B) < 4 oo, il existe ae fr A tel que
e(frA,frBy<d(a,frB)+ .

Deux cas peuvent se présenter:
1) Le point a w’est pas intérieur a B.

Alors, par le Lemme 2, d (a, fr B)=d (a, B) et donc
(6) e(frA frBy<d(a,B)+c<e(A,B)+c<h(A,B)+ =

2) Le point a est intérieur @ B.
Soit ¢’ =min {¢, d (a, fr B)} et @ un point de la boule de centre a et rayon
¢’ n’appartenant pas & A. L’ensemble A’ ={xe X :d (x, A) S’% d-(a,A)}

est un corps convexe, c¢’est-a-dire un convexe fermé borné d’intérieur non vide.
Comme a¢ A’ et g€ A’, le segment [a, ] contient un point a’€ fr A’. Visi-
blement | @' —a | < |d—a | << et donc a’ € B. Par &/, point de la frontiére
du corps convexe A/, il passe au moins un hyperplan d’appui fermé [3]; autre-
ment dit, il existe x*e X* tel que |x* [—=1 et

(7) VyeA (y,x*) = (a",x%) .

Soit §=sup{|y—=z]|:yeA’,zeB| et xeX tel que |[x|=1 et
(x,x*) >1—¢/3. La demi-droite {a' —itx :¢ > 0} issue de a’€ B contient
nécessairement un point be fr B (car B est borné) et on peut écrire b —a’ —
— |a —b | x. Pour tout ye A< A’ on a, vu (7):

b= (y—b,x% = @ —b, &% —|a —b|(x,¥)
d’out
d@, A)>la—b](1—s/8)>la~—b|—s>]a——b|———s—a>
>|la—b|—2¢.

Comme be frB,e(frA,frB) <d(a,frB)+ec<|a—b |+ ¢, ce qui,
en rapprochant de I'inégalité précédente, donne

(8) e(frA,frBy<d(b,A)+3c<eB,A)+3c<h(A,B)+3e

Comme ¢ est arbitraire, (5) résulte de (6) et (8).
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Remarques. 1) Banalement, (4) résulte aussi du Lemme 1 et de I'inégalité
suivante [4], valable pour des parties quelconques de X:

h(coA;,coA,) <h(A,A,).

2) On peut rapprocher le raisonnement employé pour démontrer (5)
de celui du Théoreme 1 de [5], ot X est un espace euclidien (de dimension finie).

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 1:

CoroLLAIRE. Soit T un espace topologique (resp. un intervalle, resp. un espace
métrique). Soit F :'T' —% (X) une multifonction. Alors ~ —F (1) est continue
(resp. absolument continue, resp. lipschitzienne) au sens de la distance de Hausdorff
si et seulement si il en est de méme pour v — fr F ().

L’énoncé analogue en ce qui concerne les semi-continuités des multifonc-
tions F et fr F, prises au sens usuel [6], est le suivant:

TuEOREME 2. Sotent 'T' un espace topologique, X un espace normé réel et

F: T —>% (X) une multifonction a valeurs dans les convexes fermés bornés non
vides de X. On a:

(a) Si 7 —fr F(7) est semi-continue inférieurement au point vy 'T' alors
il en est de méme pour ¥, mais la réciproque est fausse.

(b) Si F (vo) est compact, alors si v — fr F (<) est semi-continue supérieu-
rement en <, il en est de méme pour ¥, mais la réciproque est fausse.

Démonstration. Montrons d’abord que la semi-continuité inférieure (resp.
supérieure) de la multifonction F n’entraine pas la semi-continuité inférieure ni
la semi-continuité supérieure de frF. Si par exemple X —'T =R, posons
F(r)=[0,1] si 140 et F(0)=10,1/2] (resp. F (0)=1[0,2]). Alors F est
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) mais dans les deux cas
fr F n’est ni semi-continue inférieurement ni semi-continue supérieurement.

(a) Supposons maintenant que fr F est semi-continue inférieurement en
7o et que W est un ouvert de X rencontrant F (7,) en un point x,. En notant U
la boule unité ouverte de X, on peut choisir ¢ > 0 tel que xp + e Uc W et
écrire xp=Ax; + (1 —2r) x5 oU &y, xy€ fr F (7p) et 0 <A <1 (cf. Lemme 1).
Par définition de semi-continuité inférieure, soit V un voisinage de 7, dans T
tel que pour tout te V il existe

y; € frF () N (x; + €U) (f=1,2).
Alors, le point y =iy, + (1 — 1)y, appartient & F (7) et aussi & W, car

ly—x | <Ny —x |+ (1 —2) |ys—x, | <e ce qui prouve la semi-
continuité inférieure de F en 7.
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(b) Soit W un ouvert contenant F (7). Associons a chaque x appartenant
a F (1) un nombre positif 7 (x) tel que x 4 27 (x) U< W. Soit x; 4+ 7 (x;) U
(1 <7 <) un recouvrement fini de F (7,) et posons ¢ == min r (x;) > 0. Visi-
blement I’ouvert convexe

W, ={xe X :d(x, F (1)) < ¢}

vérifie alors F (7)) @ W, < W. Si la multifonction fronti¢re est semi-continue

supérieurement au point 7, on a fr F (t) « W, pour tout v dans un voisinage
de 7, Il s’ensuit, vu le Lemme 1:

F(r)=cofrF(r)ccoW,=W_c W.
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