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Algebra. — Alcune condizioni sul prodotto di due elementi in un semigruppo. Nota
di Jacques JustiN, GruseppE PiriLLo e STEFANO VARRICCHIO, presentata (*) dal Socio

G. Zappa.

ABsTRaCT. — Some conditions on the product of two elements of a semigroup. Let S be a finitely generated
semigroup. If for each pair x, y of elements of S one has that xy or yx is an idempotent then S is finite.

Key worps: Semigroup; Idempotent; Ideal.

Ruassunto. — Sia S un semigruppo finitamente generato. Se per ogni coppia x,y di elementi di § si ha
che xy oppure yx & un idempotente allora § ¢& finito.

Sia § un semigruppo finitamente generato. E ben noto che se tutti i suoi elementi
sono idempotenti allora § & finito (si veda[1] e si veda anche il teorema 2.4.1 di[5]).

Recentemente Justin e Pirillo, studiando la classe dei semigruppi permutabili,
hanno dimostrato I'esistenza di un semigruppo finitamente generato, infinito, periodico
e tale che dati comunque tre suoi elementi x,, x, ed x5, per almeno una permutazione p
di {1,2,3}, il prodotto x,u)%, %, € uno zero (si veda[4]; in[3] & presentato un
risultato analogo).

E utile introdurre ora una definizione.

DermizioNE. Diciamo che un semigruppo S verifica la condizione I, (risp. Z,, L,, R,),
n=1, se per ogni n-pla xy, %,...,%, di elementi di S esiste una permutazione p di
{1,2,...,n} tale che x,1) Xy .. Xy € un idempotente (risp. uno zero, uno zero sinistro,
uno zero destro) di S.

11 risultato appena ricordato di[4] dice che la condizione Z; e, a fortiors, tutte le
altre condizioni Z,, L, R; ed I, con £=3 non sono condizioni di finitezza per
semigruppi finitamente generati (anche se periodici).

Poiché il gia citato teorema di[1] assicura invece che tale & la condizione I;, e
poiché tali sono, banalmente, le condizioni Z;, L, ed R;, restano aperte solo le questioni
relative ad I, Z,, [, ed R,. Ad esse diamo una risposta in questo lavoro.

Lemma. Se un semigruppo S ha la proprietd 1, allora, per ogni elemento s di S,

(1) 52 & un idempotente;
e, per ogni coppia s, ¢t di elementi di S,

) sEs = stsis.

Dimostrazione. La (1) & ovvia; per la (2) basta osservare che st oppure #s & un
idempotente.

(*) Nella seduta del 13 gennaio 1990.
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Teorema 1. Sia S un semigruppo finitamente generato. Se S ba la proprieta 1, allora S
e finito.

DimostraZIONE. Per un noto teorema di Hotzel (si veda[2]), ¢ sufficiente
dimostrare che

a) i sottogruppi di § sono finiti;
b) le catene discendenti di ideali principali destri sono di lunghezza finita.
a) Possiamo dimostrare facilmente che i sottogruppi di § sono addirittura banali.

b) Indichiamo ora con A un insieme finito di generatori di S. Sia 7 il numero di
elementi di A. Supponiamo, per assurdo, che esista una catena strettamente decrescente
di ideali principali destri di S di lunghezza 2772 + 3: x_, S 2%, S 2 x5 2 ... 2 %3,24, S,
Poiché x;€ x;_;S* ed x,# x,—1, esiste u;€ S tale che x;=x;_u;, per 0<7i<2n” + 1.

Sia y; una sequenza di generatori avente prodotto #.

Se poniamo 9 = Y,y ... ya,2+1 = a(0) a(1) ... a(k), dove a(i) € A per ogni i € {0, ..., &},
abbiamo £=2n? + 1.

La sequenza y & costruita in modo tale da assicurare I'esistenza di almeno 277 + 1
interi, diciamo 0<7 <5 <... <+ <k, tali che

a(0)a(1) ...a(i;— 1) 8" 2 a(0)a(1) ...a(5; — 1) a(z) S*

per ogni j€ {1,...,2n7 + 1}.

Tre delle 277 + 1 coppie (a(z; — 1), 4(z)), dove j € {1, ...,2m? + 1}, devono coincide-
re poiché il numero di elementi di A & » e pertanto per due di esse, diciamo
(a(i,—1),a(7)) e (a(z;—1),a(s)) con r,s€{l,..,2n*+ 1}, deve necessariamente
verificarsi 7, <1z, — 1.

Allora, posto (a(, — 1),4(;,)) = (a(i, — 1), 4(z,)) = (a,b) con a, b€ A, la sequenza di
generatori y si pud cosi fattorizzare: y = uabu'abu’, dove u, 4’ ed 4" sono sequenze di
generatori (eventualmente vuote). Si ha poi uabu'aS* > uabu'abS*.

Per il Lemma si ha abu'a = abu'abu'a e pertanto

wabu'aS' = uabu'abu'aS* cuabu'abS?,

e cid & una contraddizione.
Dal teorema precedente segue il Corollario 2.

CoroLLARIO 2. Sia S un semigruppo finitamente generato. Se S ha la proprieta L,
(risp. Ry, Zy) allora é finito.

Nota. 1l corollario 2 pud essere dimostrato direttamente utilizzando solo il
«principio dei cassetti». Il teorema di Green e Rees, si vedano[5] ed[1], &
generalizzato dal teorema 1. Nelle ipotesi di quel teorema, infatti, ¢ richiesto che tutti
gli elementi del semigruppo siano idempotenti, noi invece richiediamo che solo una
parte di essi lo sia: in particolare, non facciamo ipotesi sui generatori. Pii precisamente,
noi abbiamo dimostrato la finitezza di un semigruppo finitamente generato che
verifichi la condizione 2 del Lemma.
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