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Analisi matematica. — Iterati di operatori differenziali singolari e funzioni ultradif-
ferenziabili. 1. Nota di Cristrana Bonprovr, presentata(*) dal Corrisp. E. Ma-
GENES.

AsstrRacT. — Iterates of singular differential operators and ultradifferentiable functions. I. In the present
papet we define spaces of ultradifferentiable functions of order s>1 by iterating singular differential
operators on ]0, + [ with C* coefficients. A Paley-Wiener type theorem is proved and this allows us to
obtain an algebraic isomorphism between these spaces and the space of even Gevrey functions of order
s>1onR.

Key worps: Singular differential operators; Ultradifferentiable functions; Paley-Wiener type
theorems.

Ruassunto. — In questa Nota (cui fara seguito una seconda) si definiscono, tramite iterazione di opera-
tori differenziali singolari su J0O, +o[ a coefficienti C*, spazi di funzioni ultradifferenziabili di ordine
s>1. Un teorema di tipo Paley-Wiener qui dimostrato permette di concludere che i suddetti spazi sono
algebricamente isomorfi allo spazio delle funzioni di Gevrey, di ordine s, pari su R.

INTRODUZIONE

1l problema degli iterati di operatori differenziali lineari & stato ampiamente stu-
diato nell’ambito di spazi di funzioni analitiche o di Gevrey e con operatori i cui coef-
ficienti sono funzioni analitiche o di Gevrey (si confrontino, ad esempio, Lions - Ma-
genes [8, Ch. 8]; Bolley, Camus e Rodino [3]).

In questo lavoro (suddiviso in una Notz I ed in una Noza II) si considerano, invece,
operatori differenziali lineari singolari su ]0, + [, a coefficienti C*, tramite i quali,
per iterazione, si definiscono spazi funzionali analoghi a quelli di Gevrey di ordine
s> 1. Gli operatori P in questione sono gli stessi studiati da J. L. Lions in [7], con il
metodo delle trasmutazioni, e ripresi da K. Triméche in[13, 14]; comprendono, co-
me casi particolari, operatore di Bessel, I'operatore di Jacobi e la parte radiale dell’o-
peratore di Laplace-Beltrami su uno spazio riemanniano simmetrico non compatto
doppiamente transitivo. Nel presente lavoro si prova che ciascuno degli spazi &, (P)
qui introdotti & isomorfo (algebricamente e topologicamente) allo spazio G, delle fun-
zioni di Gevrey, di ordine s, pari su R.

Pit precisamente, nella Nota I si caratterizza, tramite un teorema di tipo Paley-
Wiener, I'immagine di &%, (P) in una trasformazione di Fourier generalizzata associata
all'operatore P (trasformazione introdotta da K. Triméche in[13]) e si dimostra cosi
che lo spazio di funzioni intere ottenuto coincide con I'immagine di &, nell’'usuale tra-
sformazione di Fourier, immagine che & stata descritta da C. Roumieu in [9] e da H.
Komatsu in[6]. Cosi la composizione di una trasformazione con l'inversa dell’altra
fornisce I'isomorfismo cercato.

(*) Nella seduta del 14 giugno 1990.
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Nella Nota II, con metodo diverso, si studierd questo isomorfismo anche dal
punto di vista topologico.

1. — Per le definizioni e i risultati richiamati qui di seguito si fa riferimento ai
lavori di K. Triméche [13, 14], ai quali si rinvia per maggiori particolari.

Si considerano i seguenti spazi funzionali: &, = {p€ C* (R)|¢ & pari}; @, =
={p €8, |p & a supporto compatto}; H, (C) = {G:C— C|G ¢ intera, pari ed AR >0
tale che Ve N sup(1+|z/*)”|G(2)| exp (—R|Imz|) < + o},

Posto D=d/ cziic(,: sia P il seguente operatore differenziale singolare su
10, +oo[:
(1.1) P=(A(x)""D(A(x) D) — g(x)
con A funzione reale definita su [0, + [ da A(x) = ¥**T! C(x), C,q € 8,,, C strettamente
positiva, a reale > —1/2 ().

Per ogni z € C sia @, 'unica autofunzione di P corrispondente all’autovalore —2% e
soddisfacente a @,(0) =1, D®,(0)=0.

In [13,14] K. Triméche definisce la trasformazione di Fourier generalizzata &,
associata all’operatore P:

(12) VieC Voed,  Told)= | o) 0, (1) Alx) d
0

e dimostra che & & un’applicazione lineare bigettiva tra @, e H, (C).
Per Ge H, (C), vale la formula di inversione:

+ o + o

13 FIGW= [ G0, dn )+ [ G0y dw ),
0 0

essendo u; una misura pati, positiva, temperata su R, 4, una misura pari, positiva su R,
tale che, V>0,

+ oo

| exp(@) dus ) <+ (ckr. [14, Ch. 4, IV.3, Th. IV.7])..
0

Per le definizioni seguenti si confronti invece H. Komatsu [6].

Data la successione £!* con s reale > 1, sia &° lo spazio delle funzioni ¢ di C* (R), a
supporto compatto, per le quali esistono costanti y, A >0 (dipendenti da ¢) tali che
VkeN, vale sup |D*o(x)| < yA* &L,

xeR

In corrispondenza alla successione £!", si definisce su ]0, + [ la funzione associata

() Si noti che, per opportuna scelta di C(x) e di g(x), si ottengono l'operatore di Bessel, 'operatore
di Jacobi e la parte radiale dell’operatore di Laplace-Beltrami su uno spazio simmetrico di tipo non com-
patto e rango 1. In quest’ultimo caso, la trasformazione di Fourier generalizzata, definita poco avanti in
(1.2), coincide con la trasformazione di Fourier sferica.
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M, (#) = sup log (+*/&!*). Vale allora
keN
(1.4) kY = sup * exp (—M, (r)) .

>0

L’importanza della funzione associata sta, ad esempio, in un teorema di tipo Paley-
Wiener, caratterizzante 'immagine di G' nella usuale trasformazione di Fourier &
(cfr.[6, Lemma 3.3 e Th. 9.1]; [9, Th. 3]).

2. — Definisco ora, per ogni operatore P del tipo (1.1) e i)er ogni s reale > 1, lo spa-
zio delle funzioni ultradifferenziabili rispetto a P, di ordine s:
& (P)={fe®,|3c,L>0 tali che Vke N sup [P*fix)| < cL* (2k)!*}.
x>0

Dimostro il seguente teorema di tipo Paley-Wiener per le funzioni di & (P).

Teorema 2.1. Una funzione F: C— C intera pari é la trasformata di Fourier genera-
lizzata (associata all’operatore P) di una funzione f di G, (P), con suppfc[—R,R], se e
solo se esistono costanti positive C, b tali che

(2.1 |E(z)| < Cexp{—M,(|z| »™!) + R[Imz|}.

DivostrazionE. () Sia fe G,* (P), con suppf ¢ [—R,R]; poiché fe @, f possiede
una trasformata di Fourier generalizzata Jf appartenente ad H, (C).

Verifichiamo che F = Jf soddisfa pure a (2.1). Poiché, Vze C, @, € 8, (cfr.[7, Ch.
XII, Rem.2.2]), per ogni &€ N si ottiene FP*Az) = (=22} ) (cfr.[13, 6, Lemma
6.1]).

Dunque, se z€ C con |z|>1, Vke N si ha:

+ o0

2| = [ 7P i) < [ [ [P 2, () AC)| d.
0

Poiché, Vx=0, VzeC

(2.2) |@, (x)| <K(x) exp (|Im z|x) con K e C°([0, +])
(cfr.[13, 1, Th. 1.1]), si ricava
R

|F2)| < 121_2/6ch2’€ (2k)1’ K(x) exp (x|Im z|) A(x) dx < |z|72* BcL** (2k)!* exp (R|Im z]) .
0 .
Supponendo L= 1, si ottiene anche
|F(2)| < |2| =@V BeL%*! 2| (2k + 1)!° exp (R|Imz]) .
Essendo |z|> 1, dalle precedenti disuguaglianze segue:

|F2)| < |2|(Llz| ) k" exp (R]Imz|)  VkeN
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e dunque

|| < |2lggﬁ{((IZIL_l)k/k!:)_l} exp(R[Imz|) =
= ¢’ exp {log |z| — log sup((|z|L~)*/k!*) + R|Imz|} =
k

= ¢"exp {log|z| — M, (|z|L™!) + R|Imz|} .

Poiché esistono costanti #>0, d>1 tali che Vr>0 log(rb~'d™') —M,(r) <

< —M,(rd™) (cfr.[6, Prop. 3.4]), con semplici calcoli si deduce che per |z|>1
vale

|(2)| < " exp {—M, ([Z]L™'d™") + R|Im 2]} .

Poiché per |2| <1 exp{M, (]z]L7'd™") — R[Imz|} ¢ limitata, si pud concludere che
esistono costanti C e b tali che Vz e C |Ff(z)| < Cexp{—M,(|z|p™!) + R|Imz|}, che &

quanto si voleva.

(#2) Viceversa, sia F una funzione intera pari verificante (2.1). Allora F verifica
pure

sup(1 + |2°)” |F(z)|lexp(—R|Imz]) <+,  VmeN.
zeC

Pertanto f= & ' F & un elemento di @,,, con supp f ¢ [—R, R]. Si tratta di dimostra-
re che f appartiene pure a G (P).
Per (1.3)

+ o0

+ o
fe) = [ FO) @, () duy () + [ Flay) @, (<) iy )
0

0
e dunque

PHfix) = [ Fiy) P4, (x) diny ) + | Fiy) P4, () day 0) =
0 0

+ o +o

= [ Fo) ()2, dus 0) + | F@) 5% 0, () d ).
0 0

Valuto separatamente i due integrali. Per (2.2) si ha:

+o

[ Fo) =392, () duy ) | < CK) [ exp (=M, (™)} 5% diry ) =
0 0

400
= CK() [ exp{~1/2M,(b™)} exp{~ Y2 M, (b))} % dus ).
0
Poiché esistono (cfr. [6, Prop. 3.6]) costanti b,d>0 tali che —12M,(yb™") <
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< —M,(yd'h') + 1/2logb, si ottiene
+o0 + o0

| Fo) (=572, () dy )| < C KG)(@db) [ (d ™ b7 P exp (~M, (pd™ 5 ™)} -
0 0

rexp{~1/2M, (yh™")} du; (y) < C' K(x)(db)* sup(yd ' b~V * exp {~M, (yd "' h™")} -

y>0
+ o0
- [ exp{=1/2M,6h™)} dus ) < C"K(x) (dbF* 2B
0
L’ultima disuguaglianza segue da (1.4) e dal fatto che
+
| exp{=1/2M, 667} duy () <+,
0
essendo w; una misura temperata.
Si ha pure:
+ 00 + o
| i)y @, () dus ()| < CK G [ exp (=M, (™) + Ry} y** exp (x9) d ) <
0 0

“+ oo

< CK(x) b sup(yh™ P exp{~M, 5™} [ exp(R+2)y) dua () =
y>0 0 ‘

+
=C ( J exp (R + x) y) du, (y)) K(x) b (2k)".
0
Ricordando che suppfc[—R,R] e c}}e
[ exp@)dnt)<+e=,  ¥g>0,
0
si conclude

sup [P*fix)| < sup [C” K(x)(dby* 2k)!1* +
x>0

xe€[—R,R]

+c( | exp(R+2)9) d (y)) K(x) b (2k)!f]sCL2’e B,

0

che ¢ la disuguaglianza che si voleva ottenere.

Confrontando I'enunciato del teorema 2.1 con quello dell’analogo teorema carat-
terizzante 'immagine di G° nell’'usuale trasformazione di Fourier (cfr., ad es., [6, Th.
9.1]), si ha che &’ (P) & algebricamente isomorfo allo spazio G costituito dalle fun-
zioni pari di §*: un isomorfismo & la composizione della trasformazione di Fourier ge-
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neralizzata & con 'inversa dell’'usuale trasformazione di Fourier &,. Pit precisamente,
se fe G (P) con suppfc [—R,R], esiste una e una sola ¢ € G, con suppo ¢ [—R,R]
tale che Ff= ;0.

Osservazione 2.1. E immediato, dal teorema 2.1, che se fe @& (P), anche

PfeGi (P).

OsservAzIONE 2.2. La successione £!° pud essere sostituita con una qualsiasi suc-
cessione M, soddisfacente a:

(l) Mi SMk—lM/e+l k= 1,2,...
+o0
(4) kE M, /M, < +oo
=1
(i77) esistono costanti A, H tali che M, <AH* orilge MM, ;, £k=0,1,2,...

Poiché (cfr. [5, Ch. II, Appendix 6.3]) la misura g, che compare nella formula di
inversione (1.3), & temperata, cio¢ verifica (cfr.[10, Ch. VII, §4]): 3p>0 tale
che

+ o0
[a+y)?du )<+,
0
la condizione (z77) pud essere sostituita con la condizione pit debole

(fv) esistono costanti A, H tali che M, , <AH*M, k=0,1,2,...

Lavoro eseguito con contributo del M.UR.S.T.
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