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Calcolo delle variazioni. — Su alcune successioni di soluzioni positive di problem:
ellittici con esponente critico. Nota(*) di DonaTo Passaseo, presentata dal Socio
E. De Giorgi.

AssTrRACT. — On some sequences of positive solutions of elliptic problems with critical Sobolev exponent.
We present some existence and multiplicity results of positive solutions of the equation Az + #**~! =0 in
H}? (Q), where Q is a bounded domain of R” with » =3 and 2* = 2#/(n — 2). We show that suitable pertur-
bations of Q give the existence of positive solutions which converge to zero as the capacity of the perturba-
tions goes to zero. In particular, we obtain existence and multiplicity results of positive solutions in some
bounded contractible domains, without any simmetry assumption.

Key worps: Nonlinear elliptic equations; Critical Sobolev exponent; Positive solutions; Capacity.

Ruassunto. — Si presentano alcuni risultati di esistenza e molteplicita di soluzioni positive per I'equa-
zione Au + #*" =1 = 0 in H}? (Q), dove Q & un aperto limitato di R” con # = 3 e 2* = 2n/(n — 2). Si mostra che
opportune perturbazioni di 2 comportano 'esistenza di soluzioni positive, che convergono a zero quando
la capacita delle perturbazioni tende a zero. In particolare, si ottengono risultati di esistenza e molteplicita
di soluzioni positive in alcuni aperti limitati e contrattili, non necessariamente simmetrici.

InTrRODUZIONE
Sia Q un aperto limitato di R” con # = 3; poniamo 2* = 2#/(n — 2) (2* & 'esponen-
te critico per I'immersione di Sobolev). Consideriamo il seguente problema:
Au+4*""1=0, u>0 in Q,
PQ)
u=20 su 00,

le cui soluzioni, a meno di una costante moltiplicativa, sono evidentemente i punti cri-
tici #, con #(x) > 0 in Q, del funzionale energia f(iu) = | |Dul? dx, vincolato sulla varieta

V={ueHy*Q): |lull @ =1} A causa della presen‘;a dell’esponente critico 2%, tale
funzionale non soddisfa la ben nota condizione di compattezza di Palais-Smale e que-
sto rende complicata la ricerca dei suoi punti critici: per esempio, qualunque sia il do-
minio limitato Q, non esiste il minimo di f su V; & anzi ben noto che (vedi[6,21]) tale
minimo esiste soltanto per Q = R”; inoltre I'estremo inferiore di f su V & una costante
positiva § (costante di Sobolev), la quale non dipende dall’aperto Q ma soltanto dalla
dimensione # dello spazio. Questo fatto & una conseguenza della ben nota identita di
Pohozaev (vedi[18]). Dalla stessa identita si deduce anche che non esistono soluzio-
ni del problema P(Q) se I'aperto limitato Q & stellato rispetto ad un punto. D’altra par-
te, se per esempio Q = {x€ R":0<r, <|x| <7}, allora & facile verificare (vedi[12])
che esistono soluzioni radiali.

Inoltre, un importante risultato di Bahri-Coron (vedi[1,8]) assicura che il pro-
blema P(2) ha almeno una soluzione in ogni aperto limitato 2 con topologia non bana-

(*) Pervenuta all’Accademia 1’8 ottobre 1991.
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le (in un senso opportuno). L’esistenza di soluzioni di P(Q2) appare quindi strettamen-
te legata alla forma di Q; in[4] Brezis ha richiamato 'attenzione su tale questione.
Successivamente sono stati ottenuti sia risultati di non esistenza in alcuni aperti limita-
ti contrattili non stellati (vedi[7]), sia risultati di esistenza e molteplicitd in aperti li-
mitati contrattili ([10,9,14]) opportunamente vicini ad aperti non contrattili. In
particolare, in[14] si trova per ogni intero p un aperto limitato contrattile Q, con
simmetria rotazionale rispetto ad un asse, in cui il problema P(Q) ha almeno p
soluzioni.

In questo lavoro si prosegue lo studio iniziato in [14], inteso a collegare I'esisten-
za e la molteplicita delle soluzioni di P(Q2) alla forma di ©; alcuni dei risultati qui espo-
sti erano stati preannunciati in [14] (si veda remark (28) di[14]). I Teoremi (1.3) e
(2.1), in particolare, consentono di estendere i risultati di[14] provando analoghi
teoremi di esistenza e molteplicitd di soluzioni di P(Q) per alcuni aperti 2 limitati e
contrattili, che, a differenza di quelli considerati in[14], possono non avere alcuna
proprieta di simmetria (vedi Esempio (1.5) e Osservazione (2.4)).

I principali risultati esposti in questo lavoro sono i Teoremi (1.3), (2.1) e
(2.2).

Come & messo in evidenza anche mediante alcuni semplici esempi, questi risultati
mostrano in sostanza che opportune perturbazioni di un aperto limitato Q, effettuate
togliendo insiemi K; di capacita infinitesima, comportano I'esistenza di una soluzione
u; del problema P(@\K;), che converge a zero per i— . Si noti che le soluzioni tro-
vate in questo lavoro sono diverse da quelle ottenute in[9] e[10]: infatti, a diffe-
renza di quanto accade in[9] e[10], le soluzioni # non convergono a soluzioni del
problema limite P(Q) e la loro esistenza non & legata alla risolubilita di P(Q).

Infine, i Teoremi (2.1) e (2.2) mostrano che, se si effettuano piti perturbazioni con
insiemi di capacita infinitesima, ognuna di queste influenza il numero delle soluzioni,
consentendo quindi di ottenere aperti limitati in cui il numero delle soluzioni & arbi-
trariamente elevato.

Le dimostrazioni dei risultati presentati in questa Nota (insieme ad ulteriori svi-
luppi) sono esposte nel lavoro[17].

1. RISULTATI DI ESISTENZA

Utilizzeremo nel seguito le seguenti notazioni:
B(x,0)={yeR":|y—x|<e} dove xeR" e p>0.

Se A e B sono due sottoinsiemi di R”, diciamo che A & strettamente contenuto in B
(A cc B) se la chiusura di A & contenuta nella parte interna di B. Inoltre, per ogni apet-
to Q di R” considereremo H{'? () immerso in Hy'? (R”) intendendo ogni funzione di
H{? (Q) prolungata col valore 0 in R”\Q.

(1.1) DermnizionE. Sia K un sottoinsieme di R”, tale che K cc B(0, R). Diciamo ca-
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pacita di K in B(0,R) il seguente numero:

cap K = inf f |Dul? dx: u e H? (B(O,R)), #=1 in K nel senso di H'

B(O,R)

(nel seguito considereremo in R” una fissata palla B(0,R)).

(1.2) Derinzione. Siano H, W, Z sottoinsiemi di R” con H e W contenuti in Z.
Diremo che H non si pud deformare in Z ad un sottoinsieme di W se non esiste una
funzione continua b: H X [0,1]— Z tale che h(x,0)=x e h(x,1) e W Vxe H.

(1.3) TeoreMA. Supponiamo verificate le seguenti ipotesi:

1) siano Q un aperto limitato regolare di R" e QF un insieme tale che
QccOt cc B(0,R); siano H c Q un insieme chiuso e (K;),, (Z;); due successioni di insiemi
chiusi tali che X; cc K; cc B(0, R) per ogni i e valga lim cap K; = 0, gli insiemi K; abbiano
frontiera regolare; o

2) per ogni i€ N linsieme H non sia deformabile in QF ad un sottoinsieme di
QT \Z, nel senso della definizione (1.2).

Allora:

a) Esiste m tale che per ogni i>m il problema PQN\K,) ha almeno una
soluzione u;.

b) Inoltre la successione (u;); converge debolmente a O in Hy? (R") (u; si intende
prolungata con 0) ed esiste una successione (x;); di punti di Q tale che, posto u; (x) = u; (x +
+ x;), 52 ha che le successioni (u?"), e (|Du;?), convergono in misura a S 8, dove &, é la mi-
sura di Dirac in 0 e S é la costante di Sobolev.

(1.4) Cororrario. Valga l'ipotesi 1) del Teorema (1.3); se ora supponiamo che H
non sia contrattile in Q% e che (Q* \ZX,) sia contrattile in O per ogni i € N, allora vale la
tesi del Teorema (1.3).

Semplici applicazioni dei risultati precedenti sono illustrate negli esempi che se-
guono. In particolare, mediante il Corollario (1.4) & facile costruire degli aperti limita-
ti contrattili 2, non necessariamente simmetrici come in[14], nei quali il problema
P(Q) ha soluzione.

(1.5) Esempro. Siano x, € R” e >0 tali che B(x,,7) cc B(0,1). Poniamo Q=
= B(0, 1)\\ B(x, #). Siano y, e y; due punti di R”, y, interno a B(x, , 7) € y; esterno a B(0, 1);
indichiamo con [yy,9,] il segmento di estremi y, e v;: [y, 1={Ap;+(1—=2)y,:
2 €[0,1]}. Per ogni 7 poniamo X; = [y,,9,] e K; = {x e R”: dist (x,X;) < 1/4}.

Allora il problema P(2;) ha almeno una soluzione #; negli aperti limitati e contratti-
li Q; =Q\K,, per / sufficientemente grande. Infatti esiste ¢> 0 tale che, posto H =
=03B(xy,r+¢) e Q" = {x e R”: dist (x, Q) < ¢}, risultano verificate le condizioni del Co-

rollario (1.4).
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Si noti che P(Q) ammette una soluzione per il teorema di Bahri-Coron ([1]) e che
evidentemente le # non tendono a questa.

(1.6) Esempro. Siano x; e x, in R” e 7, , in R* tali che B(x;,7;) cc B(0, 1) peri=1,2
2

e inoltre B(x;, r1) N B(xs, ) = . Poniamo O = B(0, 1)\, .l_.JlB(xi, 7). Sia [y,,9,] un seg-

mento con estremo y; interno a B(x;,7) e y, interno a B(x,,7,); poniamo per ogni 7
2, =[y,] e K;={xeR":dist (x,%,) < 1/:}.

Allora P@@\K;) ha almeno una soluzione # per i sufficientemente grande.

Infatti esiste ¢ >0 tale che, per H=08B(x;,r, +¢) e O = {x e R”: dist (x,Q) <&},
risultano verificate le condizioni del Teorema (1.3).

Anche in questo caso si pud notare che P(Q) ha almeno una soluzione 7% per il teo-
rema di Bahri-Coron ([1]) e che le % non tendono a 7.

(1.7) Esempro. Supponiamo #=4 e poniamo
C={(x1,...,%,) ER": x5} +x3 =1,%,=0 per i=3,...,n};
X={(01,..0,%,) ER":x} +xZ <1,%,=0 per i=3,...,n};
(si noti che risulta capX =0 per n=4);
T={xeR":dist(x,C)<1/3}; Q=B(0,2)\T; K ={xeR":dist(x,2)=<1/}.
Allora il problema P(Q\K;) ha almeno una soluzione # per 7 abbastanza grande.
Infatti, posto H={xeR":dist(x,C)=1/2}, Z,=% per ogni i/ e Q"=
= {x e R": dist (x,Q) < 1/4}, risultano verificate le condizioni del Teorema (1.3).
Anche in questo caso P(Q) ha almeno una soluzione # per il teorema di Bahri-Co-
ron ([1]) ma z# non & limite delle .
Altri significativi esempi di applicazione del Teorema (1.3) in situazioni pit gene-
rali sono riportati in[17].

2. MOLTEPLICITA DI SOLUZIONI POSITIVE

I seguenti teoremi estendono i risultati precedenti al caso in cui si effettuano pit
perturbazioni del dominio Q.

(2.1) TeorEMA. Siano Q e QF come nel Teorema (1.3); siano H;, .., H, p insiemi
chiusi contenuti in Q. Per ogni s=1, ...,p siano (K}); e (%); due successioni di insiemi
chiusi tali che X5 cc K§ cc B(0,R) per ogni i e sia lim cap K = 0. Supponiamo che gli in-
siemi K} abbiano frontiera regolare e che per ogni i Uinsieme H, non sia deformabile in Q%
ad un sottoinsieme di Q \Z5 nel senso della definizione (1.2). Infine richiediamo che

gli insiemi U Ki(s=1,...,p) siano tra loro disgiunti e che risuli H, N ( UN Kf) =0 per
ieN . i€

r¥#s (r,s=1,...,p).
Allora:

a) Esistono p sottosuccessioni (K,}(l) ) ...,(Kéj’(p))j, rispettivamente estratte da
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»
(KN, ..., (K?),, tali che per ogni j € N il problema P(.Q\ U K ;)) ba almeno p soluzioni
ul,.. ul’ aventi energie
[IDgfdc (s=1,...p)
R
tra loro distinte (qui si intende che le funzioni u} sono prolungate a tutto R” col valore 0).

b) Inoltre le successioni (uf); convergono debolmente a O in H{? (R") per ogni
s=1,...,p ed esistono delle successiont (x}); di punti di Q tali che, posto u} (x) = u} (x +
+x7), le successiont ((u})*"), e ( (ID#|?); convergono in misura a $7128,, dove 8y é la misura di
Dirac in 0 e S é la costante di Sobolev.

(2.2) TeoreMA. Siano Q,Q%, H,, (K¥), (%), cons=1,...,p e i€ N, come nelle ipote-
si del Teorema (2.1). Sia q un intero con 0<g<p. Allora:

a) esistono q interi i(1), ..., {q) (grandi quanto si vuole) ed esistono p — q sottosuc-
2
cessioni (K y); per s=q+1,...,p tali che, posto Q; = (f)\ U K,m)\ U Kl s, # pro-
s=1 s=g+1

blema P(Q;) ha per ogni j almeno p soluzioni u} , ..., u? con energie f |Du ? dx diverse tra

loro; Q

b) inoltre le successioni (4});, ..., (uf); convergono in Hy? (R”) a soluzioni uy , ..., u,

q
(di diversa energia) di P(@\ U Kf(;));
s=1

) per s=gq+1,...,p, invece, le successioni (u}); convergono debolmente a 0 in
7

HP? (R™) ed esistono delle successioni (x); di punti di (f)\ U Kf(,)) tali che, posto
s=1

u (x) = u (x + x]), le successioni ((u))*"

); e (|DaP); convergono in misura a §"2 4,
Una semplice applicazione dei Teoremi (2.1) e (2.2) ¢ illustrata nell'esempio se-

guente; altri esempi pill generali sono riportati in [17].

(2.3) Esempro. Siano Xy, ...,%, p segmenti chiusi, tra loro disgiunti, ognuno dei
quali abbia almeno un estremo interno a B(0, 1). Supponiamo anche, per semplicita,
che 8B(0, 1) non contenga alcun estremo dei segmenti Xy, ..., Z,. Detti x;, ..., %,, i pun-
ti di B(0, 1) che sono estremi di tali segmenti, siano 7, ..., 7, in R™ tali che gli insiemi

B(x;,r,) x;,7;) (7= 1,...,m) siano tra loro disgiunti, tutti contenuti in B(0, 1) e inoltre risulti
m

( 7) NZ, =@ se x; non & estremo di ¥,. Poniamo Q = B(0, 1)\ U B(x,, 7;) e, per u
abbastanza grande, K‘ ={xeR":dist(x,2,)<(u+4)7'}.
Allora vale la tesi del Teorema (2.1) e, per ogni intero ¢ con 0 <g<p, la tesi del
Teorema (2.2). '
Infatti, per ogni s=1,...,p sia x) un estremo di X, contenuto in B(0,1);
per u abbastanza grande risultano allora soddisfatte le ipotesi dei Teoremi (2.1)
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e (22) se per ogni s=1,...,p si pone H,=08B(x,ry+1/p), QF =
={xeR":dist(x,Q) <1/u} e =X, per ogni 7€ N.

(2.4) OsservazioNE. Si noti in particolare che, se nell’esempio precedente si assu-

me che ognuno dei segmenti ¥, ...,X, abbia un estremo interno a B(0,1) e l'altro
?

esterno, allora gli aperti limitati (@\ U K,f.(s)) e Q; considerati nei Teoremi (2.1) e
s=1

(2.2) sono contrattili e non presentano in generale alcuna proprieta di simme-
tria.

Quindi, mediante i Teoremi (2.1) e (2.2) & possibile costruire per ogni p un aperto
limitato contrattile 2, non necessariamente simmetrico come in [14], in cui il proble-
ma P(Q) ha almeno p soluzioni. ‘

(2.5) OsservazioNE. Per avere p soluzioni distinte, associate a p perturbazioni di
Q, nei Teoremi (2.1) e (2.2) si & fatto in modo da avere p distinti livelli critici del fun-
zionale f sul vincolo V. Tuttavia & naturale aspettarsi che le soluzioni restino distinte
anche quando i corrispondenti livelli critici coincidono. Nelle ipotesi del Teorema
(2.1) dovrebbe valere cioé un risultato di questo tipo: esiste 72> 0 tale che, se #(s) =

»

per ogni s=1, ...,p, allora il problema P(f)\ U1 Kf(j)) ha almeno p soluzioni distinte
5=

ty, ..., 4, (corrispondenti a livelli critici di / su V non necessariamente distinti), tali che
per ogni s = 1, ..., p la soluzione #, converge debolmente a 0 in H (R”) per #(s)— © e

J’|Du5|2 dx— 5% .
Q

Segnaliamo infine che, in analogia con alcuni recenti risultati (si veda[19]), & ra-

»
gionevole ritenere che il numero delle soluzioni del problema P(f)\ U K,‘-(S)) sia al-
meno (27 —1). =1
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