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Rend. Mat. Ace. Lincei 
s. 9, v. 3:149-171 (1992) 

Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con 
coefficienti discontinui, il problema degli spostamenti. Nota II di FLAVIA LANZARA, pre­
sentata!") dal Socio G. Fichera. 

ABSTRACT. — Theory and applications of intermediate operators: elastostatics with discontinuous coeffi­
cients, the problem of the displacements. The theory of Note I is applied to the boundary value problem of 
Elastostatics when vanishing displacements are given on the boundary,. The elastic coefficients are only 
supposed to be bounded and measurable. As a base problem the analogous B. V. P. for an isotropic ho­
mogeneous body is assumed. For this problem the Green operator and the Green matrix are explicitly 
constructed and their properties exhaustively studied, so that the theory of Intermediate Operators, as 
developed in Note I, can be applied to the general case. 

KEY WORDS: Elastostatics with discontinuous coefficients; Green's operator; Green's matrix. 

RIASSUNTO. — Viene applicata la teoria della Nota I al problema al contorno dell'elastostatica quan­
do sul contorno vengono prescritti spostamenti nulli. I coefficienti elastici sono supposti solo limitati e 
misurabili. Come problema base viene assunto l'analogo problema al contorno per un corpo isotropo 
omogeneo. Per un tale problema vengono esplicitamente costruiti l'operatore e la matrice di Green e le 
loro proprietà esaurientemente studiate, in modo tale che la teoria degli operatori intermedi, come svi­
luppata nella Nota I, possa essere applicata al caso generale. 

Lo scopo di questa Nota e delle successive è di applicare i metodi sviluppati nella 
Nota precedente i1) ai problemi della teoria lineare dell'Elastostatica, considerati in 
ipotesi assai generali e cioè quando i coefficienti elastici sono funzioni misurabili e li­
mitate. Le numerazioni delle sezioni e della bibliografia proseguono quelle della 
Nota I. 

7. DESCRIZIONE DEI PROBLEMI CHE VERRANNO CONSIDERATI 

Sia A un campo (cioè un aperto connesso) limitato dello spazio cartesiano Rr. Si 
considera lo spazio a r dimensioni in modo da comprendere sia l'elasticità tridimen­
sionale che l'elasticità piana. Si indichi conx = (xx, . . . ,xr) il generico punto di Rr, do­
ve Xj (i = l,...,r) sono le coordinate cartesiane ortogonali di x. 

Con {eih} indicheremo in seguito le componenti del tensore di deformazione li­
nearizzato che, come è noto, si esprimono nel modo seguente per mezzo del vettore 
spostamento: zih = 2 _ 1 (Uj/t, + uh/i) (

2). 
I problemi che considereremo saranno del tipo seguente. 

(*) Nella seduta del 14 marzo 1992. 
C1) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: risultati generali. Rend. Mat. Acc. Lincei, vol. 3, 

1992, 79-101. 
(2) Con il simbolo U/h si intende la derivata parziale du/dxh. Si fa uso della convenzione sommatoria: 

un indice ripetuto due volte sottointende una sommazione estesa a tutto l'insieme di variabilità 
dell'indice. 
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Assegnate le forze di massa ft- in modo tale che il corpo elastico assuma una configura­
zione di equilibrio, determinare lo spostamento u — (uly ..., ur) (e quindi il tensore di de­
formazione Su ) sotto le seguenti ipotesi: 

I) // corpo è fisso al bordo, cioè Ui{x) = 0 se xedA (problema degli spostamenti); 

II) nessuna forza agisce su SA {problema delle tensioni); 

III) decomposta dA in due parti disgiunte dA — diAUd2A, su d1A il corpo è fisso 
(ul(x) = 0, se xsdiA) mentre su d2A non agisce nessuna forza superficiale {problema 
misto). 

Lo scopo è soprattutto quello di un'analisi quantitativa di questi problemi, spe­
cialmente centrata sul problema del calcolo esplicito dell'operatore di Green e della 
relativa matrice dei problemi testé indicati e quindi del calcolo delle soluzioni di essi 
con maggiorazioni esplicite dell'errore. 

Al conseguimento di tali obiettivi si presterà la teoria generale elaborata nella 
Nota I. 

Viste le ipotesi assai generali assunte sui coefficienti elastici (cfr. sez. 9), nei problemi 
considerati rientrano i cosiddetti problemi di trasmissione relativi a due o più corpi elastici 
incastrati uno nell'altro. Siffatto tipo di problemi venne per la prima volta considerato da 
Mauro Picone nel caso di due corpi elastici isotropi e omogenei con differenti costanti di 
Lamé (cfr. [22]). Ci soffermeremo con particolare attenzione su questi problemi per ben 
chiarire i modi più convenienti con i quali essi possono inquadrarsi nella teoria generale 
svolta in queste Note. 

Questa Nota II è dedicata al problema degli spostamenti. In accordo alla teoria genera­
le sviluppata nella Nota I, i processi di approssimazione là descritti, fondati sulla teoria de­
gli operatori intermedi, si basano sulla conoscenza dell'operatore di Green per un proble­
ma base. La «filosofia» che mi propongo di seguire nella presente Nota è quella di assumere 
come problema base degli spostamenti per un corpo elastico a coefficienti discontinui il 
problema relativo ad un corpo isotropo e omogeneo. In effetti per tale problema G. Fichera 
ha esplicitamente costruito per un corpo arbitrario l'operatore di Green. Partendo da tale 
operatore sarà poi possibile applicare la teoria della Nota I e pervenire alla soluzione del 
problema degli spostamenti nel caso generale. E tuttavia necessario approfondire taluni 
aspetti della teoria di G. Fichera, specie per quanto concerne le proprietà di convergenza 
degli algoritmi impiegati in tale teoria. Dedicheremo pertanto la prima sezione di questa 
Nota al problema degli spostamenti per un corpo isotropo e omogeneo. 

8. IL PROBLEMA DEGLI SPOSTAMENTI PER UN CORPO ELASTICO ISOTROPO OMOGENEO 

Sia A un campo limitato di Rr. Supponiamo che esso sia propriamente regolare di 
classe C1 (cfr. [23, pp. 206-207]) (3). 

(3) La definizione di campo A propriamente regolare permette che la frontiera dA, composta da pez­
zi di ipersuperficie regolare, presenti delle singolarità ma non di tipo molto patologico quali spine, punti o 
spigoli cuspidali etc. Sono, ad esempio, campi propriamente regolari quelli che si ottengono trasformando 
con un omeomorfismo di classe C2 un campo poliedrico. 
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Il sistema alle derivate parziali relativo all'equilibrio di un corpo elastico isotropo e 
omogeneo è, com'è ben noto, (àUì/M 4- (A 4- |tt)«£/# + f — 0 (/ = 1, ..., r). 

Supponendo, per ora, soltanto (JL & 0 e ponendo v = (A 4- [x)/(x (sostituendo altresì 
f /(J. con /• ) il sistema si scrive 

(8.1) uijhh 4- vuh/ih + f = 0 in A (i = 1, ..., r). 

Osserviamo preliminarmente che l'operatore differenziale a primo membro della 
(8.1) è ellittico secondo Petrovski se e solo se v ^ — 1. 

Introdotta la matrice di operatori differenziali E = ((Eé)) (t,h = l,...,r) così 
definita 

(8.2) Eihuh= - (4uh/kk 4- vuh/ih ) (i = 1, ..., r), 

il sistema (8.1) si può riscrivere 

(8.1)' Elhuh = f ( / = l , . . . , r ) . 

Se con n = (nìy ..., nr) si indica il versore normale a dA, diretto verso l'interno di 
A, e se cr è una qualsiasi costante reale, date due funzioni u ev appartenenti a C2 (A) 
sussiste la seguente formula di Green: 

(8.3) j Vi(ui/hh 4- vuh;ih)dx 4- J \vi/hui/h + (v - <j)Vi/iUhih + <JVi/huh/l]dx + 
A A 

+ J V;[uï/hnh + (v - cr)uh/hné 4- <juh/inh]dZ = 0. 
dA 

Consideriamo la matrice di operatori al contorno L(v'7) = ((L/'7 )) (i,h = 1, . . . ,r); 

(8.4) L#'7) «A = 4 «*/*«* 4- a**/,»* + (v - a) «A/A »,. 

Posto /3^y = ò̂ -d̂ - + (v — <j)cyâhk 4- cr4y4/ e tenendo presente (8.2) e (8.4), dalla 
(8.3) si ottengono le seguenti formule: 

(8.5) \vtEthuhdx = \phikjUhikVt/jdx 4- j ViL{h'tuhdE 
A A dA 

e 

(8.6) \(piEihuh - UiEihvh )dx = J (^L^v '7)^ - UiL^,7)vh)dS. 
A dA 

Assumendo v = u la forma quadratica nelle rXr variabili ^yy che compare sotto il 
segno del primo integrale a secondo membro della (8.5) è definita positiva se e solo 
se 

(8.7) v > - 1 , - l < c r < min ( 1 , ( 1 + rv ) / ( r - 1 ) ) . 

Ciò si dimostra con considerazioni elementari. 
Consideriamo la matrice r X r «soluzione fondamentale» o matrice di Somi-

gliana 

(8.8) s(x-y) = ((stJ(x-y))) (/, j = 1, ..., r). 
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Posto 

/ x [(1/2*) log (1//) s e r = 2, 
©ou) — A 

[ ({r-2)<or)-
lt2~r se r > 2, 

(con cur si è indicata la misura della ipersuperfìcie della ipersfera unitaria di Rr) e 

\l/4iz)t2\og{t) se r = 2, 

9!(/) = « {2co4)~
l logd/t) se r = 4, 

( ( r - 2 ) ( r - 4 K ) - ^ 4 - r se r > 2, r * 4, 

risulta Sij{x - y ) = %9p_( |x - y | ) + 2" 1 v(v + l ) " 1 S 2 ^ {\x-y\ )/dxidxj (/, y = 1, ..., r). 
Per ogni u e C2 (i4), se x è un punto interno ad A si ha che: 

(8.9) up (x) = J hikj sph/tk (t - x) uw dt+ J u; (t) Uv;a) sph (/ - x) dSt. 
A dA 

Se D{x, 8) è l'ipersfera di centro x e raggio S, interamente contenuta in A, in 
A — D(x, d) si può applicare la formula di Green alle funzioni u(x) e sp {t — x) = 
= (spì(t-x), ...,spr{t-x)). Per £->0 si ottiene la (8.9). 

Con tecniche analoghe dalla (8.6) si deduce la seguente 

(8.9)' up(x) = \ui(t)Ltfsph(t-x)d2t- lspb(t-x)L%'°)uid2i + 
dA dA 

+ \sph{t-x)EhiUidt (p = 1, . . . , r ) . 

Consideriamo lo spazio Hi C4), costituito dalle funzioni u aventi come valori vettori a r 
componenti reali, ottenuto come completamento funzionale di Cl{A) munito della 
norma | | # | | H = I (#*#/ + Uj/jyUj/^dx. Diremo H1(A) il sottospazio di Hi {A) costituito 

A 

dalle funzioni u che hanno traccia nulla sulla frontiera di A. 
Assunto v > — 1 e supposto <r verificante le (8.7), si indicherà con X(A) lo spazio 

di Hilbert ottenuto introducendo in Hx (A) il prodotto scalare 

(8.10) ((#, v)) = \PhikjUh/kVi/jdx. 
A 

Con IH'HI si denota la norma di un elemento di X(A). In questo spazio si conviene di 
identificare due funzioni che differiscono per un r-vettore costante. 

Introduciamo ora l'operatore 

(8.11) u=Rf 

così definito 

(8.12) ui{x) = ^sij{x-y)fj{y)dy . ( /= 1, . . . , r ) . 
A 

È facile dimostrare che l'operatore R trasforma una funzione di L2 (A) in una fun­
zione di Hx (A) e quindi di X{A). Inoltre R è un operatore compatto. 
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Per ogni / e L2 (A), la (8.11) è una soluzione dell'equazione (8.1)'. Infatti, se 

fi(x) G C00 (A) si ha EijUj = yij{x-y)Ejh fh{y)dy. 
A f 

D'altra parte, per la (8.9)', ^(x) = siJ(x-y)Ejh ft,(y)dy e quindi Eu = f Inoltre 
A 

per un analogo del teorema di Lichtenstein [24] e Friedrichs [25], la funzione a se­
condo membro di (8.11) appartiene allo spazio H2(D), per ogni campo limitato D e 
C Rr (4) e R risulta essere un operatore continuo da L2 (A) in H2 (D). Da ciò segue che, 
per ogni feL2(A) 
(8.13) ERf = / . 

Se / E L2 (4), WG X(/4), posto 

(8.14) (R* *),(*) = \PhikjShp/yk(y-x)uï/J(y)dy (p = 1, ...,r) 

risulta 

(8.15) ((R^)) = (/,R*z/)(5). 

L'operatore trasposto R* di R trasforma lo spazio X(A) in L2 04) e, sempre per l'ana­
logo del teorema di Lichtenstein e Friedrichs, R* / G HI (D), qualunque sia D limitato 
C Rr, riuscendo inoltre R* continuo da Hj (A) a Hi (D). Sia JB un aperto tale che B e A. 
Se w G HiC4) PI H2(J5), risulta, per ogni x EB 

(8.16) (R*«;),(*)= J Pwswyk(y-x)wi/j{y)dy+. 
A-B 

+ J%/?, h ~ x) EhiWi (y) dy - J ^ (y - x) L#' a ) o; , -^ . 
B dB 

H primo e il terzo integrale sono soluzioni dell'equazione omogenea Eu = 0 e sono re­
golari in B. Il secondo integrale appartiene a H2(B), quindi R*WGH1(A)C\H2(B) e 

(8.17) ER*w = Ew. 
Indicheremo con VL(A) la classe delle funzioni che appartengono a Hi (A) fi 

fi H2(£), per ogni J3 tale che B e A. 

8.1. Assegnata feL2(A) esiste una e una sola funzione u G VL{A) soluzione di (8.1). 

Sia Q(A) la varietà lineare costituita dalle funzioni di X(A) soluzioni dell'equazione 

omogenea 

(8.1)o uijhh + vuh/é = 0 (/ = 1, ..., r) 

e sia P il proiettore ortogonale di X{A) su Q{A) (6). La soluzione u è data da 

(8.18) u = (R*R-R*PR)f. 

(4) Lo spazio H2(A) è lo spazio di Hilbert ottenuto come completamento funzionale di C2(A) me­

diante la norma ||«|&2 = [(«,-«,• + ui/hui/h + ui/hkuilhk)dx. 

A f 
(5) Si denota con (u, v) — u^dx il prodotto scalare nello spazio L2(A). 

A 
(6) Si dimostra con procedimenti classici che Q{A) è un sottospazio di X{A). 
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(Cfr. [9, lecture 20], [16, pp. 66-69]). Se u E U(A), dalla (8.5) si ha, per ogni 

V G C°° (A) 

JViEibfydx = \PhikjUh/kVi/j dx. 
A A 

Se Eu = 0, u e U(A), segue che 

J hikjUhikUiijdx = 0, 

cioè u è un r-vettore costante in A e & = 0 su SA Segue che u = 0 cioè l'unicità della 
soluzione di (8.1) nella classe 11(A). 

Per ogni x e IT - ^4, la funzione di y: st(x - y) appartiene alla varietà lineare Q(A). 
Sia w=Rf- PRf. Risulta ((w, S;(x - y)))y = 0. Quindi 

0 = ((w, s{ (x - y)))y = ]phpkmsé/yk (x - y) wp/m (y) dy. 
A 

Per l'arbitrarietà di x deve essere 

(R * «;),- (x) = J phpkmsih/yk (x-y) wp/m (y) dy = 0, 
A 

per ogni # esterno ad A. Quindi u = (R*R - R*PR)f soddisfa la condizione u = 0 
su dA. 

Assumendo in (8.16) w = Rf o w = PRf segue che R-'weH^ (A) fi H2 (B) quindi 
u = (R*R-R*PR)feU(A). Inoltre, da (8.13) e (8.17), segue che E(R*R-
- R*PR)f= ERf- EPRf = f cioè (8.18) è la soluzione cercata in U(A). 

Posto JT = R * R — R * PR, l'operatore u = rf è l'operatore di Green corrisponden­
te al problema (8.1). Esso è continuo da L2 (A) in Hi (A). Si noti, inoltre, che è un ope­
ratore positivo e compatto (PCO) da L2 (A) in L2(A). 

E possibile costruire una successione di operatori \Tm }m che approssimano «uni­
formemente dall'alto» l'operatore r nello spazio L2(A). 

Se {o)p } è un sistema completo di funzioni nel sottospazio Q(A) e se Pm è il proiet­
tore ortogonale di X{A) sulla varietà lineare di dimensione finita generata da 
(ùJ1 , ..., a)m ), l'operatore Tm = R*R - R*PmR è un PCO dello spazio L2(A), m > 0. 
Con 11*11 si denota la norma in questo spazio. 

8.2. La successione {rm}m converge uniformemente non crescendo all'operatore T 
cioè 

(8.19) r<rm + 1<rm 

e 
(8.20) lim l l r - r J I = 0. 

m—> » " 

La monotonia segue dall'essere, V«eL2(v4), 

(R * PmRu,u) = {(Pm Ru,Ru))= IH Pm Ru\\\2^ 
< \\\pm + 1Ru\\\2 = (R*Pm + iR",u)^ \\\PM\2-
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Sia UEL2(A). Risulta 

\\r-rJ2 = \\R*(Pm-P)R\\2 = 

= sup{R*(PM-P)Ru,R*(Pm-P)Ru) = sup(((Pm-P)R*R(Pm-P)Ru,Ru))< 
y= i Wl=i 
< sup | | |(P^-P)R-R(P^-P)R^||H||R^|| | < \\\(Pm-P)R^R(Pm-P)\\\]\\R\\\2. 

IMI=i 
La successione {Pm}m converge fortemente a P in X{A), quindi {Pm-P)R*R{Pm-P) 

converge uniformemente all'operatore nullo [9, Teor. 17. HI, p. 135]. Segue la (8.20). 

8.3. Fissato m ̂  1, risulta 

(8.2D \\iy-rmf\\<\\R*(Pm-p)R\\\\f\\ 

e 
(8.22) lim \\R*(Pm-P)R\\ = 0. 

m —» oo 

Dall'essere 

||R* (Pm~P)R\\2= sup (R*(Pm-P)Ru,R*(Pm-P)Ru) = 

= sup ( ( ( P w - P ) R * R ( P w - P ) R a , R a ) ) < HI (Pm-P)R*R(Pm-P) IH - p i l i 2 

IMhi 
segue la (8.22). 

Sia Lm = R* (P - Pm) R. L'operatore Lm è un PCO di S = L2 (A). Detto q{m) il suo 
massimo autovalore, si ha ||LW|| = qim\ Il calcolo per eccesso di q{m) si ottiene con il 
metodo degli Invarianti Ortogonali (cfr. sez. 3 e relativa bibliografia), assumendo come 
operatore base il PCO di S: Tm (Lm < Tm ) e come operatori intermedi i PCO Lm n = 
= rm-R*QtR dove, detta W{A) la varietà di X(A) dei vettori ortogonali a Q(A), Q, è un 
proiettore ortogonale su una varietà di dimensione finita n di W(A). Tale Qn, per n —» 
—» oo, converga fortemente in 3CG4) al proiettore I — P. Si ha allora | | l^ | | ^ ||A»,»II e 

lim \\Lm>n || = \\Lm ||. Ciò permette di rendere esplicita la maggiorazione (8.21) con una 
costante di maggiorazione tanto prossima a quella ottimale quanto si vuole. 

8.4. Sia u la funzione di X(A) determinata, nella sua classe di equivalenza, dalla 
condizione 

ïudZ = 0. 
3A 

Sussistono le seguenti disuguaglianze: 

(8.23) [ \u\2dZ<c0((u,u)); 
3A 

(8.24) [ |z/|2 ix<q((a,z/)), 
A 

con c0 e Ci costanti positive che dipendono unicamente dal dominio A e da v. 

Sia v la funzione di X{A) tale che vi/f, = uijj0 {i,h = 1, ...,r) e tale che U;Jx = 0. Si 
A 

ha allora, per la disuguaglianza di Poincaré, ìv^dx ^ A0 ìvj/kVj/hdx < H0((u, «)). 
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Riesce u{ — Vi + q (i — 1, ..., r), con 

C i -
- 1 

mis dA • h 
dA 

tdS. 

Si ha, per la disuguaglianza di traccia, 

J \u\2dU<HA | \u\2dx + ((«,«)) = # i f |i; + £ : | 2 i e + ((«,«•)) = 

= H i M | H 2 i v + J \c\2 + {{u,u))\< Hx(H0 + ! ) ( (« , «)) + H X 
mis A 

(mis 3,4)2 

i f | *,•<& < Hi (H0 + !)((«, «)) + Hj 
mis A 

mis 3^4 
ad 

^ H j t H o . + l) \l+Hx 

J |^|2^< 
mis^l 

mis dA 
((«,«)). 

È così dimostrata la (8.23). 
Si ha poi 

[ \u\2dx= f |i; + c | 2 i * = I" \v\2dx + misA\c\2 < H0((uyu)) + 

+ 
mis A 

mis 3^4 
-\\v\-

3A 

dS< flo+-^-H,(Ho+l) 
miscM ((«,«)). 

Ciò prova la (8.24). 
Supponiamo che il campo 4̂ di,Rr sia ottenuto da un campo AQ avente per frontiera 

una ipersuperficie chiusa connessa di classe C 1 + a, al quale vengono tolti AÌ9 ...,Ap 

con Ah campo avente per frontiera una unica ipersuperficie chiusa connessa di classe 
G1 + a, tale che ÂhcA0 (h = 1, ...,/>) e ÂhnÂk = 0, h * k. 

D'ora in avanti si assuma l'ipotesi testé specificata su A nonché <r = v/(2 + v). Si 
denoti con L(v) = ((L# )) la matrice di operatori al contorno definita da (8.4) con que­
sta scelta del parametro <J. Nelle ipotesi assunte si ha la sommabilità di L^x shj (x — y) in 
dA X dA, Ciò segue dalla formula: 

(v,ar) 

! & % • ( * - y ) = 
1 / 2 + ( 1 - < J ) V a ( | x - y | 2 " r ) 

( r - 2 ) w r \ 2 ( v + l ) 
&• 

dnY + 

vr(l + cr) a ( | x - y | ) 9 ( | x - y | ) 3 ( | * - 3 ; | 2 - r ) 

2(v + 1) 3x,- 3xv 3«v 

v-tf(v + 2) / / 3 ( | x - y | 2 - r ) / d(\x-y\2-r) 
+ —— . ^ I »/(*) — «;W -2 ( v + l ) \" , v" ' 3x, 

Da essa si deduce che L^v)s(x — y) = 0(\x —y\ 

7 

1 + a-r> 

dXi 
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Affinché siano soddisfatte le (8.7) deve essere v > — 2/r. 
Indichiamo con {co0'k (x - x°)} una base di soluzioni omogenee di grado k in 

x — x° (con k intero non negativo) dell'equazione (8.1)0(7). 
Siax* e Aj, i = 1, ..., p, e sia {co°'h (x — x* )} una base di soluzioni omogenee inx -

— x1 di grado h (con h < 0) dell'equazione (8.1)0. 
Indicheremo con {cap (x)} il sistema che si ottiene ordinando in un unica successio­

ne le funzioni di tutti i sistemi {a)°>k(x -x°)}k = 0A>... {wM(x - X , ) } A = - I , -2,...» 
/ = 1, . . . , / ? . 

Sussiste il seguente teorema di completezza: 

8.5. Il sistema {cop } è completo nel sottospazio di X(A) costituito dalle soluzioni del­
l'equazione omogenea (8.1)0. 

Tale teorema è un corollario di quello che afferma che il sistema di vettori {L(v)o/ } 
costituisce un sistema completo nello spazio L2(&4)/r-vettori costanti (8). 

Ancorché questa circostanza non sia essenziale, al fine di semplificare l'aspetto 
formale nei successivi sviluppi supporremo che il sistema {cop } sia stato ortonormaliz­
zato rispetto al prodotto scalare (8.10) cioè ((coh

 y a>k )) = S h k . 
Può supporsi, aggiungendo a coh un vettore costante, che 

(8.25) \ù)bdS = 0. 
dA 

» 

8.6. Sia u E Hi (A). La serie 

(8.26) * L i E + 2 a>h (x) ((«, 
mis dA J h = 1 

dA 

i) converge in Hi (A); 

il) converge uniformemente insieme ad ogni sua serie derivata nell'interno di A(9). 
Detta w{x) la somma della serie (8.26), essa è l'unica soluzione del sistema (8.1)0 nella 
classe Hi (A) fì C °° (A) che coincide con u(x) quando x e dA. 

Posto 

f n 

(8.27) wn (x) = ,* \ud£+'Z(ob (x) ((«, coh )), 
mis a A J h = i 

dA 

si ha ovviamente la convergenza in X(A) di {wn (x)} e, per (8.24) e (8.25), si ha la con­
vergenza della successione {wn (x)} in L2 (A). Poiché la norma in Hi (A) è isomorfa alla 

(7) Dicendo che {(o°'k(x -x°)} è una base intendiamo che ogni soluzione omogenea di grado k in 
x — x° si ottiene come combinazione delle funzioni {co°'k(x — x0)}. 

(8) La dimostrazione della completezza del sistema {L (v )o/} in L2(dA)/ costanti si trova in [27, 
cap. DI, pp. 58-61] per il caso r = 3. L'estensione a r qualsiasi è puramente formale. 

(9) Diciamo che una successione di funzioni è uniformemente convergente nell'interno di A se essa è 
uniformemente convergente in ogni compatto contenuto in A. 
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norma [\\u\\2 + ((«, u))]1^2, segue l'asserto i). Evidentemente si ha anche la convergenza 
di \wn (x)} nello spazio L2 (dA) come segue dal teorema di traccia o, direttamente, 
dalla (8.23). Si ha, mediante un'integrazione per parti, per k < n: 

(wnoL(v)ojkdI = -\{w\ojk)) = ~ 2(fo, coh))((coh
ycok)) = -((«, o/)) 

J £ = 1 

e, qualunque sia £, 

(uoL{v)ojkd2= -((u,cok)). 
dA 

Ne segue, per n —» oo e per ogni £, 

f(^-^)oL(v)w^>: = 0 

e, per la ricordata completezza del sistema {LMcok}, si ha che w e « differiscono per 
un vettore costante. Ma si ha 

— — T wdE = —. ,_ . \ udE 
mis C'A J miscM J 

&4 dA 

e quindi #(x) = w{x), x e dA. 
Le proprietà di convergenza uniforme, asserite nella ii), seguono dalla convergen­

za di wn(x) in L2{A) e dal fatto che wn (x) è una funzione biarmonica in A. 
L'unicità di w segue dal fatto che, se si assume u(x) = 0 x e dA, si ha 

0 = \ w oLMwndH = — ((z£>, wn)) e quindi ((&>, ^)) = 0 che implica w = cost, e, ne-
dA m 

cessariamente, w = 0 dato che w(x) = 0 se x £ 3^4. 
Fissato 3; G y4 sia ^ (x) una funzione di Hx (A) tale che uy (x) = s{ (x — y) = (sa (x — 

— y), ..., sir (x — y))y x e dA (i = 1, ..., r). Il Teorema 8.6 fornisce la soluzione dell'equa­
zione (8.1)o, coincidente con uy(x), ossia con Sj(x — y), per x e dA. Indichiamo con 
Yi(x,y) = (7/1 (*,}>), ..., 7 / r^ j ) ) la funzione così ottenuta. 

Risulta, quindi, 

7/(*>)>)= — K T \si(t-y)dSt+ lLojp(x)((uy)o/)). 
mis M J p = 1 

Con una integrazione per parti segue facilmente che ((uy, 0/)) = ((s;(t —y), cop [t)))t. 
Si ha 

- oc 

(8.28) Tl (x, y) = —i— st (t - y)dSt + 2 0/ (x) (fe (* ~ y), co* (/))),. 
mis dA J p = i 

dA 

Le funzioni yi:(x,y) ( /= 1, ...,r) costituiscono le righe della matrice 7(^,3;) = 
= Ì7(/(#> ?)} ti> j — 1> •••> r)- P e r dimostrare le proprietà di y(x, y), faremo uso del se­
guente Teorema: 

8.7. Se v è una soluzione del sistema omogeneo dell'elasticità (8.1)0 ed è continua in 
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A, è possibile determinare una costante H} che dipende da A, tale che 

[ \v\2dx<H[ \v\2dZ. 
A 3A 

Per la dimostrazione cfr. [28, teor. VII, p. 257]. 
Si può applicare il Teorema 8.7 alle funzioni wn{x), definite in (8.27): 
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^\wn\2dx<H^ \wn\2d2. 
A SA 

Per la convergenza della successione {wn} in L2{A) ed in L2(dA) segue, per 
n —» oo, 

(8.29) f \w\2dx<H f \w\2d2. 
A :\ dA 

Pertanto il Teorema 8.7 seguita a sussistere per le soluzioni di (8.1)0 appartenenti a 
H1(A)nCœ(A). 

Si indichi con a la r-pla ordinata di interi non negativi aìy ..., ar e si definisca 
| a | = OLI 4- ... + oLr. cu è un multi-indice di componenti <xìy ..., ar. Con D a si denota 
l'operatore di derivata parziale Da = 3 ' a ' /Sxf1... dx?. 

Sia B un insieme aperto tale che B e A. Se w(x) è una funzione biarmonica in ^4, 
esiste una costante ka, che dipende da A e da J3, tale che 

(8.30) (Max\D^w(x)\\2<kJ \w(t)\2dt. 

8.8. Per ogni yeA esiste la derivata Dfy^x^y). Fissato y e A, la funzione 
di x: Dfyt(x,y) soddisfa l'equazione omogenea dell'elasticità (8.1)0, coincide con 
Dfsjix — y) quando x e dA ed appartiene a H1 (A) D C °° {A). 

Supponiamo dapprima Df = d/dy1. Considerata la funzione ds;(x — y)/dy\ per 
x e dA sia y/1} (x, y) la funzione di x, appartenente a Hl(A) H Cœ (A)y soluzione 
di (8.1)0 che coincide con dsj(x — y)/dy\ quando x e dA. Sia rj = {yx + h,y2, . . . J r ) 
con h ^ 0 tanto piccolo che rj appartenga ad un intorno circolare B di y, con 
BcA. Si ha per (8.29) e (8.30) 

(8.31) \(Yi(x, 7]) - yib,y))lh - rf]{x,y)\2 < 

Si(t- rj) -Siit-y) dsjit-y) ^otfj 
I b 

dA 

2 

Da questa disuguaglianza, per h —> 0, segue il Teorema nell'ipotesi particolare 
Df = d/dy1. Il risultato così si acquisisce se |/3| = 1. Per induzione si ottiene 
per fi qualsiasi. Risulta, quindi, 

(8.32) DfrMy)=—l— \Dfsï(t-y)dE-JJoJp(x)\Dfst(t-y)oL^^dUt. 
dA dA 



160 F. LANZARA 

8.9. La funzione Yi(x,y), insieme a tutte le sue derivate T>xT>^yi{x,y)) è funzione 
continua nel complesso delle variabili x, y all 'interno di À X A. 

Fissato y e A, da (8.30), per a = 0, e da (8.29) segue che 

(8.33) (MoK\ri(xyy)\\2^k0HJ \s;(t - y)\2d2t. 

Siano x,y,Ç,r)eB. Riesce |rfay)-y,(f ,y)\^\Ytix,y)~rM,y)I + 17/téj)~rM>*))I• È 
ovvio che lim \yi(x,y) — y,(f,;y)| = 0. 

£ - * * j 

La funzione di f: y,(£,y) — y,(f, y), soddisfa l'equazione dell'elasticità. Quindi, 

da (8.33), \yAS,y)-yA5,r))\2^koHJ ^(t-yl-kit-^dEt. Ne segue che 
dA i: . • _ 

lim \yi%y) — y/(f, 19)| = 0 uniformemente al variare di Ç in B. Risulta, quindi, 

lim \yi(x,y) - Yi(S,rj)\ ==0. 

Analogamente, fissato y e A, dalla (8.30) e (8.29), 

(8.34) (Max\Dx«DfYi(x,y)\)2<kaHl \Dx«Dfsé(x - y)\2dx. 

Se x,y, ^rjeB, \DfDfYfr,y)-D;Dfrfay))\*& 
+ \Dx'Dfrt<C,y)-D;Dfrti,ri)\. È ovvio che lim | j^D/y^,y)-D x

aD/rXÇ,y) | =0. 

La funzione di £ D/y,-(£,)>) - D£YAZ> *?) soddisfa l'equazione dell'elasticità e quindi, 
per (8.34), lim |Dx

aD/ y, (?, 3;) - AfD/ y, (£, 17) | = 0 uniformemente al variare di £ nel 

dominio J3. Ne consegue che 

limjDx-D/ r i.(x,y)-Dx«D/yi-(f,)2)| = 0 . 
fi-* y 

Fissato y e A, per ogni * e A, dalla (8.9), si ottiene la seguente espressione per l'ele­
mento Ytj(x,y) della matrice y(x,y): 

YìJ (x, y) = | st- {t - y) oL,(v)$ (/ - x)<£E, + ((y,- (*, y), $ (t - x)))t. 

Inserendo (8.28), a secondo membro, si ottiene 

(8.35) rij(x,y)= jsi(t-y)oLÌv)Sj(t-x)d2t + 
dA 

+ E ((*/ (/), $ (/ - y)))t ((a/ W, sj (t - *))),. 
P = ì 

8.10. Per ogni x,yeA 

(8.36) Yv(xyy) = yji(y9x) (/, / = 1, ..., r). 

Per (8.35) è sufficiente dimostrare che 

J $ ( / -y)oL}v)sj(t -x)dZt = \sj{t-x)oLlv)si{t-y)d2t. 
dA dA 
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Per la (8.6), indicato con A(x, y) il campo A privato delle ipersfere D(x) e D(y) di rag­
gio p > 0, interamente contenute in A, si ha che 

J si(t-y)oL}")sj(t-x)d2t= J sj{t-x)oLi?)si{t-y)dZt 

dA(x, y) dA(x, y) 

che si può riscrivere 

lsib-y)oLÌv)sJ(t-x)(Et+ J si{t-y)oL}v)S;(t-x)dZt-
dA dD(x) 

- J sj(t-x)oL}v)
Si(t-y)d2t= lsJ(t-x)oL}")si{t-y)dZt + 

dD(x) SA 

+ J sj(t-x)olf)siit-y)£:t- J ^ ( / - } ; )oL / v ) 5 y a -x )^ . 
6D(j) 3D(y) 

Essendo la funzione Sj (t — y) regolare in D(x) e 5) (/ — x) regolare in D(y)9 si può appli­
care la (8.9)' ottenendo 

^st(t -y)oLÌv)Sj(t -x)dZt + SïJ(x -y) = $Sj(t-x)oL}v)
Si(t-y)d2t+sJi<y-x). 

dA 3A 

Per la simmetria della matrice (8.8) segue la (8.36). 
Posto, per y e A, {q > 1) 

(8.37) $ (y) = J hpkm sm (t - y) ofp,m (t) dt = ((sj (t - y), of (*))),, 
A 

sussiste il Teorema: 

8.11. La serie 

(8.38) S tfWtfiy) 
q= 1 

converge uniformemente, insieme ad ogni serie derivata, rispetto alla coppia di punti x e y 
nell'interno di A X A. 

Sia B un insieme aperto tale che B e A. Sia e > 0 tale che l'ipersfera D(y, e), di cen­
tro y e raggio e, sia interamente contenuta in Ay al variare di y in B. Fissato y in B, sia 
tj(t>y) — (tjiityy), •••, Tjr(t,y)) una funzione, appartenente a C 1 ^ ) che coincide con 
Si(t~y) quando tsA — D(y, e). Dalla (8.37) si ottiene, quindi, 

(8.39) $ (y) = - J sjh (t - y) L% co* (t) dSt = 

| Tjh (t, y) L$ 4 (t) dSt = | hpkm Tjb/tk (', V) <4/m W ̂  « 

ôA 

34 

La serie di Fourier 2 ^]{y)ojq(t) converge, in X{A) ad una funzione Yj(t,y) = 

— (?/! (*> 3>)> • • •> 7>r (*>?)) che soddisfa l'equazione omogenea dell'elasticità (8.1)0 e ha va-
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lor medio nullo su dA. Confrontando la (8.39) con la (8.28), segue che 

dA 

Se Br è un insieme aperto tale che B'cA, fissato x e B ' , si prova in maniera analoga 

la convergenza in X{A) della serie X $ (x) ùfl (/) verso la funzione 
q = \ 

mis a A J 
dA 

Posto 

(8-40) fij (x, y) = J A M w 7 ^ (*, *) 7 ^ (/, y ) <fc, 

per l'identità di Parseval 
00 

per ogni coppia di punti x e y di A. 

La successione, continua in A, E MMY 
q = l 

converge non decrescendo verso 

fi M = J Phpkm Tih/tk (', x) Yip/tm (', x) dt, 

che risulta anch'essa continua in A. Infatti, per (8.37), fyix) = 2 [feU ~~ #), ^ W))/]2 

che, confrontata con (8.35), ^~ 

(8.42) fi M = Ya (*> *) "" J ^ (' ~ x) o L^Si (f - x) dSt. 
dA 

Per il Teorema 8.9, Ya(x, x) è continua in A. Dalle (8.42) si trae la continuità in A di 
<Pi(x). Per il teorema di Dini (cfr. [29, p. 522]) la convergenza è uniforme all'interno 
di A. Dall'essere 

00 CO 00 

q = l Z q=\ /. q=\ 

segue la convergenza uniforme della serie (8.38) rispetto alla, coppia di punti x e y in 
B' X B. Per l'arbitrarietà di J5 ' e B segue la convergenza uniforme della serie (8.38) 
nell'interno di A X A. Si consideri ora la serie derivata della (8.38) 

2Dx'tiMDftf(y). 
q=l 

(8.43) 

Per ogni y e A, dalla (8.37), 

(8.44) Dy^](y)= - ^Dy^sjh{t-y)L^l{t)dZn ( / = l , . . . , r ) 
dA 

La funzione Df^(y) è continua in A 
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Fissato}; E B, si consideri una funzione if(tyy) = (rfiit/y), ..., 1$(*,?)) e C1(A) ta­
le che ^ (t, y) = D$sj (t ~ y) se t e A - D(y, e). Risulta 

D/*/(y) = " JD/^U-3;)4V)4W^, (/ = 1, ...,r). 

00 

La serie X {Dy <p] (y)) ut1 (t) converge, in X(A), ad una funzione yj(tyy) = 

= (yfi U, ?), .. -, 7/r (/, 3O) che, in quanto funzione di t, soddisfa la (8.1)0 e ha valor medio 
nullo su dA. Confrontando l'ultimo termine di (8.44) con (8.32) si ottiene 

~1j(t,y)=D?rj(t,y)- —^ \DfSj(!;-y)dS(. 
dA 

Per l'identità di Parseval la serie (8.43) converge alla funzione reale 

9ÎM = \PhpbnDx
a

ré/tk(t,x)Dfrjp/tm(t,y)dt, x eyeA. 
A 

m 

La successione 2 (Df <pj (y))2, continua in A, converge non decrescendo verso 
q= 1 

<tf(y) = \Pi^Dfrjytk{t,y)Dfr/p,tm(t,y)dt 
A 

che risulta essere continua in A. Infatti si ottiene, analogamente alla (8.42), 

Dx"DfYifb,y)= lDfsj(t-y)oL}")Dx*si(t-x)d2t + 
dA 

+ 2 \Dx
asï(t-x)oL{v)copdZ^Dfsj(t-y)oLiv)copdi:t. 

P ~ d A dA 

Dalla continuità dei primi due termini segue la continuità di cpf (x,y) in A XA e quindi 

di ?f(y). 
Per il teorema di Dini la convergenza della successione 2 (Dftpj (y))2 è uniforme 

_ # = 1 

in B e, per l'arbitrarietà di JB, la convergenza è uniforme all'interno di A Analogamente 
m 

la successione 2 (Dx<p1(x))2 converge uniformemente a <pf(x) all'interno di A. 
l'essere * Dall'essere*7 

00 I 00 00 

E Dx"tf (x)D/tf (y) < ì S (D t̂fW)2 + | E (Dftfiy)?, 
q = 1 I ^ # = 1 Z ^ = l 

dalla convergenza uniforme delle due serie a secondo membro all'interno di A, segue 
la convergenza uniforme della serie a primo membro all'interno di A X A. 

Posto 

(8.45) V , y ) = J fopkmSih/tSt ~x)sjp/tm{t -y)dtì 

A 

sussiste il seguente Teorema: 
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8.12. Data feL2(A) Voperatore di Green T ammette la rappresentazione integrale-. 

iy=jrb,y)/{y)dy xeAy 

A 

dove rix7y) = ((/#(#, y ))) (/', j = 1, ...,r) è la «matrice di Green» così definita-. 

(8.46) Tç (x, y) = Xy (x, y) - É tf (x) # (y), (/, j=l,...,r). 
q = \ 

Tmf è un operatore integrale il cui nucleo è esplicitamente calcolabile. Infatti, 

per (8.12) e (8.14), xeA (R*R/),M = UiJ(x,y)fj(y)dy (/ = 1, ...,r) e, dall'essere 
m A 

Pmw = 2 û>*((H>, û>*)) si ottiene, per la (8.14) 
w m -

(R * Pw R/); (x) = E (R * of ), (/, R * of ) = 2 I # M # (y )jÇ (y ) dy. 
q = l q=1y 

Posto 
* : -X 

(8.47) rW0c,y) = ^ . (x ,y) - E tfMtf(y), ( / ,y=i , . . . , r ) 
? = i 

sussiste la seguente rappresentazione integrale per Tw : 

(Z^A-fr) = J i f > to,y)fj(y)dy (/= 1, ...,r). 

00 

I proiettori {Pm }m convergono fortemente a P in 2CG4) e Pw = 2 <w* ((w>, w*)). Dato 

che l'operatore R* trasforma con continuità lo spazio 3CG4) in L2(A) risulta, 
XEA 

(8.48) ( m W = [ A , k ^ W ^ - Ì f*?W*/(y)j$(y)^. 

La serie a secondo membro di (8.46), per il Teorema 8.11, converge in A X A alla fun­
zione reale q>ij{x,y) definita in (8.40). La convergenza è uniforme all'interno di A X A 
e, per (8.35), x,ysA, 

(8.49) 9..(Xyy) = r..(Xyy)- \si{t-x)oLlv)sj{t-y)dSt. 
dA 

Fissato xeAy dalla convergenza uniforme della serie (8.38), la (8.48), per ogni/e 
e C00 (A) diventa 

(8.50) (rf\(x) = JU*(*,y) - p*(x,y))j$(y)<fy> (/= 1, ...,r). 

Fissato 3; e ̂ 4, per x eA — y, 

(8.51) ^-(x,y) = - J ^ U - ^ o ^ U - y J ^ + ^ t y - x ) . 
34 
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Infatti, se D(yyp) è l'ipersfera di centro y e raggio p contenuta in A — x, si applica la 
(8.5) al dominio A - D{y, p) e, passando al limite per p —> 0 si ottiene la precedente 
espressione per Xjj(x,y). 

Sostituendo (8.49) e (8.51) in (8.50) si ottiene 

(8.52) UnW = j (stJ(y-x) - YiM y))fj(y)dy, d = 1, ...,r). 
A 

Per ogni x e A la funzione di y: Yi (X, y) appartiene a L2 04). Inoltre Ff e Rf sono, come 
sappiamo, operatori continui da L2(A) in L2(A). Segue da ciò che la (8.52), e quindi 
la (8.50), sussistono (quasi ovunque in A), per ogni/eL2G4). Da (8.50), per (8.41), 
segue la (8.46). Si noti che la (8.52) prova che l'operatore yz>-(x, y)fi(y)dy è continuo 
da L2(A) in H^A). A 

Sia ora r = 3. R*R è un operatore integrale il cui nucleo è dato dalla (8.45). Essen­
do sih/tk{t - x) = 0 ( l / | x - / | 2 ) per un teorema noto [30, p. 806], risulta À,y(x,y) = 
= 0 ( 1 / \x — y | ) e quindi 

lAy-U, 3;)|2Jx^y < cost — dxdy < & . 
J J * * \x — y\ 

A A A A I * lì 

Ciò implica che R*R e J2. Per (8.19) segue che JP, Tm £ J2. In modo analogo si 
prova che, in generale, gli operatori V e Tm appartengono alla classe 3\ u > r/2. 

Per r = 2, 3 F e f w e ^ quindi, per quanto detto nella sezione 3, F(x,y) e 
F{m) (x, y) E L 2 ( Ì X A). Ripetendo la dimostrazione del Teorema 6.1 della Nota I (10), 
si ottiene la convergenza in L2(AxA) delle «matrici di Green» F(w)(x, y) verso 
r(xyy). 

8.13. Supposto r = 2, 3 

Jirrî  f<&f |r(w)(x,3;)-r(x,3;)|2^ = 0. 

Riassumiamo i principali risultati ottenuti nella presente sezione: 

1) se A è un campo propriamente regolare e se v > 0, esiste l'operatore di 
Green del problema degli spostamenti per un corpo isotropo omogeneo. L'operatore 
F è dato da (8.18), dove R è definito da (8.11) e (8.12), R* da (8.14) e P è definito nel­
l'enunciato del Teorema 8.1. Nella definizione (8.10) del prodotto scalare si suppone 
o- verificante le (8.7); 

2) assumendo 3 4 e C 1 + a , a = v/(v + 2) e v > — 2/r, F è un operatore integrale la 
cui matrice nucleare è la matrice di Green del problema degli spostamenti. Essa è data da 
(8.46), dove X(x,y) è definita da (8.45) e <pf(x) da (8.37). La serie a secondo membro di 
(8.46) converge uniformemente all'interno div4 XA con qualsiasi serie derivata. La succes­
sione {l)f(x,y)} (cfr. 8.47), per r = 2, 3, converge in L2(AxA). 

(10) In effetti nella Nota I abbiamo dimostrato il seguente teorema: data una successione monotona 
non crescente di operatori appartenenti alla classe J2, uniformemente convergente, si ha la convergenza in 
L2(A X A) delle corrispondenti funzioni di Green. Si fornisce, inoltre, una maggiorazione esplicita del­
l'errore di approssimazione. 
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9 . I L P R O B L E M A D E G L I S P O S T A M E N T I P E R U N C O R P O A N I S O T R O P O 

A COEFFICIENTI ELASTICI DISCONTINUI 

Supponiamo ora che A sia un campo limitato di Rr tale che: esiste un omeomorfi-
smo bi-lipschitziano che trasforma A in un campo D di Liapounov (cioè con frontiera dD 
di classe C1 + a ) . 

Supponiamo che i coefficienti elastici di A, concepito come la configurazione na­
turale di un corpo elastico, siano funzioni a^ (x) misurabili e limitate in A verificanti 
le classiche condizioni di simmetria: 

(9.1) aihjk (x) = ahijk (x) = ajkih (x) xeA. 

Supporemo, inoltre, che esista una costante positiva p0 tele che, considerate le 
r(r + l)/2 variabili reali eih {eih = ehi i, h = 1, ..., r), sia 

(9.2) 2~laihjk{x)eihejk>2~lp0eihsih xeA. 

Indicata con W(x, e) la forma quadratica al primo membro di (9.2), cioè il potenzia­
le dell'energia elastica, e posto % [U] = 2 _ 1 (17^ + 17^) [U = (Ui, ..., Ur ) è il vettore 
spostamento] le equazioni aih [U] = a^ix) sjk[U] = dW{xy e[UYì/deih costituiscono la 
legge di Hooke per il corpo A, essendo le <r# le componenti del tensore degli 
sforzi. 

Supponiamo che il corpo sia fisso lungo dA, cioè che il vettore spostamento si an­
nulli su dA. Allora come classe degli spostamenti ammissibili possiamo assumere lo spa­
zio Hi(A). Sia F= (Fi, ..., Fr) una funzione di L2(A) che determina la forza di massa 
agente su A. Per il principio dei lavori virtuali si ha l'equilibrio del corpo se e solo 
se 

(9.3) j<T&[Uìe&lVldx = JFiVidx W e H ^ ) . 
A A 

Posto B(U, V) = jaéJk(x)sé[V}sJk[U]dx si ha, per le (9.1), 
A 

B(U,V) = lamMVi/bÙJ/kdx. 
A 

Pertanto le (9.3) possono così scriversi 

(9.4) B(U,V) = JFiVidx WeHt(A). 
A 

Le (9.4) sono la forma debole delle equazioni dell'equilibrio per il problema degli 
spostamenti. 

Sia x = ip(Ç) l'omeomorfismo bi-lipschitziano di D su A. È evidente che la funzione 

U(x) appartiene a Hx (A) (a H1 (A)) se e solo se la funzione di £ #(f) = UI^(f)] appar­

tiene a HAD) (a HX(D)). Posto v(Z) = Vty(f)], u(S) = Utytf)], 

5^/5f = ((fy/dSj)), (/, j = 1, ..., r), /(f) = d e t S ^ M 
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si ha 
dvé 3UJ 

dtp ^ 
dì aihjk M V{/h Uj/kdx = J ocipJq (?) -

A D 

con aipjq (?) = aihjk [<£(?)] 3£p /dxh d£q /dxk \ J(£) |. È immediato constatare che si ha 
in D *ipjq{£) = ay#(£). 

Se x1 e x2 sono due qualsiasi punti di A e f \ Ç2 i loro corrispondenti punti in D esi­
stono due costanti positive c0 e cx tali che c0 | J

1 - f2 | < jx1 — x2 | < c1 | J
1 - £2 |. Se­

gue da ciò 

(9.5) c0<± \dxjd^\ < q , c f 1 ^ | 3 4 / % | <c0~
l (i,j=l,...,r). 

Ciò implica che le funzioni a.ipjq{£) sono misurabili e limitate in D. 
Posto 

/• (Ç) = Ff. ty(f)] |/(Ç) | , ffl(«, *) = J *ipjq (?) ̂  ^ # , 

il problema (9.4) è perfettamente equivalente al seguente 

(9.6) ffi(«, i;) = J / V * Vi; e i ^ (D). 
D 

D'ora in avanti considereremo esclusivamente (9.6) anziché (9.4), essendo ovvio come 
passare dalla soluzione di (9.6) a quella di (9.4). 

Sussiste il seguente Lemma: 

9.1. Esiste una costante positiva q§(y) tale che, supposto v > — 2/r e <J = v/(2 + v), si 
ha per ogni u e Hl (D) 

(9.7) ^ , , ) > , 0 ( v ) J — -
\ 34 34 3?/ 34 3^ 34 • 

Si noti che, con la scelta fatta di v e di <r, la forma quadratica nelle u^ sotto il segno 
di integrale, al secondo membro, è definita positiva. Dalle (9.5), per la disuguaglianza 
di Hadamard sui determinanti, si trae |det3x/3?| < rr^2c[, |det3?/3x| < r^1 c^r e 
poiché dx/dÇ è l'inversa di dÇ/dx 

(9.8) |detSbc/3Ç| >r~r/2c^ \dttdç/dx\ >r~r/2cr. 

Se si considera la forma quadratica nelle variabili A1? ...,Àr: 

essa è definita positiva per la prima delle (9.8). Ma tale forma quadratica si scrive 
dxj/dÇh dxJdÇkXhXk e, per le (9.5), si ha 

l , r 
fy dxi 1 Y 
~^r ^ 7 " AhAk— ~^ £t 
34 34 2 h,k 

dxi 
(X2

h + X2
k)<r2c2XhXh. 
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Pertanto il massimo autovalore A della matrice 

( I H t H t J t ) ) « » • * - ' -

è tale che A < r2c2. 

Se si considera la matrice inversa della (9.9), cioè 

(f)(1)" = (($§)) <P'* = W), 
avremo che il suo minimo autovalore X = A~l è tale che À > r~2c{2. Si ha, per ogni 
U(x)eH1(A) (e, quindi, «(£) = Uty(£)] e Hi (£>)), tenendo presente (9.2) 

mu,u)=B(U, U) > 2 - % J(U//AU//A + Ui/hUb/i)dx > 
A 

> 2-lp^[Ui/hUt/h + UZ/,U,A - 3/2(Ui/hUh/i - Ul/tUh/h)]dx > 

A 

A D v i 

^ ^ P 

^ P o P l M _r/2-2 r -2 f / 3 ^ 3ui , / x 3 ^ 5 ^ , 3^/ 3 ^ 
3& % 3$- dSh db dît 

D x 

dove pi M è l'inverso del più grande autovalore della forma quadratica nelle variabili 
dujd%h sotto il segno dell'ultimo integrale. Sussiste, quindi, la (9.7) con 

qoM=poPlMcU(4r^2 + 2 c 1
2 ) . 

D'ora in avanti supporemo che v e cr soddisfino le ipotesi indicate nell'enunciato del 
Lemma ora dimostrato. Poiché &(u, v) è una forma bilineare e simmetrica definita in 
o o o 

Hi (D) X Hi (D) e continua, esiste una trasformazione T lineare e continua di Hi (D) in 
sé, tale che (B(uyv) = (Tu,v)H, dove con H abbiamo indicato lo spazio di Hilbert 
o 

H1(D). La T verifica, inoltre, le condizioni (1.1) e (1.2) della teoria generale esposta 
nella Nota I. Se qoM è una costante positiva per la quale sussiste la (9.7), 
poniamo 

CD ( \ l \ [ [ dU> BVi _L / \ 3U* SVh _L dUi 3Vh \ Jt 

*,<«,*> =«b(v)j _ _ + ( V - , ) _ — + , _ — * . 
D X ' 

Esiste un'operatore T0 appartenente alla classe {T} (cfr. sez. 1) tale che $0{uyv) -

= (TQUyV)H. 

Se consideriamo come spazio S lo spazio L2(D) (come spazio delle funzioni a vaio-
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ri r-vettori reali) il problema (9.6) diventa 

(9.10) (Tuyv)H=(f,v) U<EH, VveH 

e quindi è un caso particolare del problema (1.3) considerato nella Nota I. H 
problema 

(9.11) (T0u,v)H=(f,v) ueH, V y e H 

è un problema base per il problema (9.10), riuscendo inoltre l'operatore T — T0 stret­
tamente positivo. A tal fine se sussiste la (9.7) con un dato q0(v) e se T - T0 non è 
strettamente positivo, basta sostituire q0(v) con qó (v) tale che 0 < #oM < W M-

È noto l'operatore di Green G0 relativo al problema (9.11). Si ha, infatti, per la 
teoria svolta nella sezione 8 

(9.12) G0 = (R*R-R*PR)/q0(v) 

con il significato là attribuito agli operatori R, R * e V. Si noti che il parametro v può 
essere scelto a nostro arbitrio purché sia v > — 2/r. Si può quindi applicare la teoria 
sviluppata nella Nota I e pervenire alla costruzione dell'operatore di Green per il pro­
blema (9.10), cioè (9.6). E questa l'approssimazione dall'alto di G. E del tutto ovvio 
come vada modificata la teoria della Nota I per ottenere quella dal basso. 

Occorre tuttavia osservare che, da un punto di vista strettamente costruttivo, la 
frase «è noto l'operatore di Green G0 relativo al problema (9.11)» non è del tutto ac­
cettabile dato che, nella espressione di G0, data da (9.12), interviene l'operatore P 
che, concettualmente noto, richiede, per il suo calcolo la capacità di saper sommare 
una serie. Vogliamo mostrare come possa superarsi questa difficoltà. 

Preliminarmente consideriamo il caso particolare nel quale D è il campo sferico 
| f | < 1 di Rr. In tal caso assumiamo v = 0. Il problema di base si riduce allora al clas­
sico problema di Dirichlet per l'equazione (vettoriale) di Laplace — Ui/hi? = fï/q0(0) 
{i = 1, . . . ,r) , per il quale l'operatore G0 è classicamente noto, essendo quello la cui 
matrice nucleare g°(x,y) si esprime per mezzo della funzione di Green r{x,y) del pro­
blema di Dirichlet nel campo sferico |x| < 1. Essa è data da 

n J=[(r-2)(orrH\x-y\2-'- \y\2" \x -y/\y\2 | 2 " ' ) per y * 0, 
r(xy y) < 

\=[(r-2)ajrr
1(\x\2-r-l) pery = 0, 

e, per r = 2 

[ = -(27r)-1(log \x-y\ - l o g (\y\ | x - ; y / M 2 | ) per y * 0 , 
r(x, y)* 

I = — (2TT) x log|^c| per y = 0. 

L'espressione di r(x,y) si ottiene con procedimenti classici (cfr. [30, p. 63 e p. 91]) 
oppure sommando la serie (8.46) (dopo aver assunto A: \x\ < 1 e v = 0), cosa che è 
facile fare. 

Naturalmente l'ipotesi assunta su D implica una limitazione topologica per A, dato 
che «a priori», non è detto che A sia omeomorfo ad un campo sferico. Torniamo allora 
al caso generale. Lasciando v arbitrario, purché v > —2/r (la scelta di v potrà, caso per 
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caso, essere determinata da convenienze numeriche), l'idea è di sostituire G0 dato dal­
la (9.12), con l'operatore G0>m = (R* R — R*PmR)/q0(v), per il quale, qualunque sia 
m, non si presenta più l'inconveniente costituito dal dovere sommare una serie. Per 
precisare diciamo che nella costruzione di Gn (vedi sez. 4) anziché valerci di G0 usere­
mo G0jW. A tale fine si guardi la (4.4)„. Essa verrà sostituita dalla seguente 

i,« 
(«, ni) t _c G r _ s-i r V (»,m) / r (/») \ (m) 

n,m 7 — ^Ç),m J ~ ZJ ?hk U> " h,k 

nella quale ç™] = G0>m^h - och e a^m è la matrice inversa di {{fo, çJ)W) )} (/, 7 = 1, 

. . . , « ) . A tale proposito si osservi che la matrice {(<//,-, 9)^ )} è simmetrica dato che 

(</>;-, 9/* ) = {ò;, G0>m<pj) — {Taiy oij)H (/, j = 1, . . . ,« ) e sono simmetrici gli operatori 

?/> < G0 m e T nei rispettivi spazi nei quali operano. Si ha poi | ( ^ , 9/* ) — (^ 

< k n iiR*(p-pœ ) RIUNII. 
Poiché possiamo supporre che sia ||^-|| = 1, (i = 1, 2, . . . ) , se poniamo s(m) = 

= \\R*(P-Pm)R\\, abbiamo (cfr. sez. 8) I (i,-, aj"') - («t,-, a,) I S e ( » ) , lim e(/w) = 0. 
' y ' y

 w — > oc 

Esiste quindi mn tale che per m > mn si ha det { ( ^ , 9yW )} ^ 0. Ripetendo le argo­

mentazioni svolte nella sez. 5 si prova che, dato e > 0, esiste mn (e) tale che, per m > 

> mn (e), \\G„ — GHìm\ < e. Quindi per il Teorema 4.2, per n > ne e m > mn (e), \\G — 

~~ G„tt„\\ < 2s.È pertanto possibile l'approssimazione uniforme di G con operatori del 

tipo Gn>m esplicitamente noti. 

Se {A^/,} sono gli autovalori dell'operatore P{Gn — Gl^2QnG
l^2)P, dove P è un 

arbitrario proiettore ortogonale di S e Qn il proiettore ortogonale di S considerato nel­

la sez. 4 e se {A„im>h} sono quelli di P(G„jm — G1^2QnG
]^2)P si ha, per ogni h 

\^n,h ^*n,m,h \ — ll̂ -7» ^n, m\\' 

E facile da questa osservazione dedurre come vadano modificati i Teoremi 4.6 e 

4.7 quando Gn viene sostituito da Gn>m. Ciò permette la maggiorazione esplicita del­

l'errore \\G — Gn>m\\. 

Si noti che dalla disuguaglianza 

f ° 
&(u, u) > q0 (0) UijjjUij^dx Vu e Hl (D) 

D 

segue che gli operatori G0m,G0eG appartengono alla classe £P quando a $° appartiene 

l'operatore di Green per il problema di Dirichlet per l'equazione di Laplace, ovvero la 

soluzione fondamentale s(x—y). Ciò si verifica per u > r/2. 

Vogliamo infine accennare al calcolo della funzione di Green del problema (9.6) (e 

quindi del problema (9.4)). Osserviamo intanto che al fine di applicare la teoria gene­

rale, come sviluppata nella Nota I, il problema (9.11) ha una naturale realizzazione 

nello spazio L2 [D X (1, 2, ..., r); ?J.] dove l'insieme di definizione delle funzioni è otte­

nuto come prodotto cartesiano del campo D di Rr per l'insieme dell'asse reale costitui­

to dai punti di ascissa 1, 2, ..., r. Una funzione di tale spazio è quindi del tipo u — 

= u{x, h) x E D, h = 1, 2, ... , r, cioè si identifica con una funzione a valori r-vettori 

u(x) = {ui (x), ...,ur (x)}. La misura (u introdotta i n L 2 [D X (1, 2, ..., r); /a] è la seguen­

te: (j.(B, h) = T{B) X $h (I) dove per ogni boreliano B di D e per ogni h (1 < h < r), r(JB) 
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è la misura di Lebesgue di B e <% (J) è la misura di Dirac sugli intervalli I dell'asse reale 
con massa unitaria nel punto h. Si ha quindi che (j. si identifica con una misura r-vetto-
riale le cui componenti, per ogni B, sono tutte uguali alla misura di Lebesgue di B. Ne 
segue che S si realizza nello spazio r-vettoriale L2{D) e (u, v)$ = (u, v) = 

= Ui (x) v{ (x) dx. 
D 

È poi evidente che H è lo spazio r-vettoriale Hx (D) e (u, v)H = (u;/hVj/h + UM )dx. 
D 

Là funzione di Green del problema (9.10) g(x,y;i,j) si identifica con una matrice: la 
matrice di Green 

(9.13) g(x,y) = ((&j(x,y))) ( / , / = ! , . . . , r ) . 

Per r = 2 ed r = 3 si ha G0j m, G0 e J2. Si può applicare allora la teoria della Nota I 
concernente il calcolo della matrice di Green (9.13). Tale calcolo diventa del tutto 
esplicito se l'operatore G0 si sostituisce con G0> m. Le tecniche della Nota I di maggio­
razione dell'errore di approssimazione della funzione di Green si estendono facilmen­
te al caso in cui G0 è sostituito da G0>w. 
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