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Meccanica. — Un modello semplice per giustificare la legge di Paris. Nota di
Aporro Baccr, presentata (*) dal Corrisp. T. Manacorda.

Asstract. — A simple model to obtain the Paris’ law. 1t is considered an indefinite body under plane
strain with a semiinfinite crack. A plastic region is localized around the crack tip. If loads increase in a
monotonous and quasi-static way, it is possible to calculate the crack growth rate. The results so ob-
tained are extended wisely to cyclic loading. That allows to find a relationship between the increase of
the crack length and the variation range of the strength intensity factor, so that the Paris’ law is
justified.

Key worbs: Fracture; Fatigue; Plasticity.

RuassunTo. — Si considera un corpo indefinito in deformazione piana con una fessura semiinfinita al
cui apice & localizzata una zona plastica. Se i carichi crescono monotonamente in forma quasi statica, si
determina la velocita di avanzamento dell'apice della fessura. Il risultato & esteso, sotto opportune ipotesi,
a variazioni di carico cicliche. Cid permette di trovare una relazione fra l'incremento di lunghezza della fes-
sura e 'oscillazione del fattore di concentrazione degli sforzi, giustificando cosi la legge di Paris.

INTRODUZIONE

La velocita di avanzamento di una fessura per fatica & predetta con sufficiente
precisione, nei materiali duttili, da una relazione empirica chiamata comunemente Jeg-
ge di Paris[1], secondo la quale Iincremento ciclico di lunghezza & proporzionale
alla quarta potenza dell’ampiezza dell’intervallo di variazione del fattore di concentra-
zione degli sforzi.

L’importanza della legge di Paris risiede nella sua semplicita e nella capacita di
prevedere i risultati delle esperienze eseguite su materiali con microstruttura anche
molto diversa tra loro. Questo fatto interessante portd Johnson e Paris[2] a ritenere
che la causa del fenomeno fosse la stessa per tutti i materiali duttili, spingendo molti
autori a cercare modelli razionali per descrivere il meccanismo che ne & alla base. Al-
cuni tentativi di spiegazione fanno ricorso all’intervento della microstruttura del ma-
teriale, la quale verrebbe ad essere alterata durante il processo periodico di carico e
scarico (ad es. [3, 4]), altri, invece, si basano su considerazioni di tipo macroscopico.
In essi si suppone che si sia formata una regione plastica all’apice della fessura e che
tale zona evolva con il moltiplicarsi dei cicli (ad es.[5-8]). Da questa osservazione
prendono spunto le considerazioni energetiche svolte da Cherepanov e Halma-
nov[9] e da Izumi et 4l [10]. Cherepanov ed Halmanov, per mezzo di considera-
zioni qualitative, ricavarono un’uguaglianza fra il lavoro dissipato nell’evoluzione mo-
notona della zona plastica e I'energia di superficie liberata per far avanzare la frattura,
ottenendo una relazione formalmente analoga a quella di Paris. L’ordine di grandezza
del fattore di proporzionalitd non fu valutato esplicitamente, ma determinato in modo
empirico per avere un accordo con le esperienze. Izumi et 4l., invece, avanzarono I'i-

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1993.
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potesi che alla fine di ogni ciclo di carico esistesse una condizione di stazionarieta del-
I’energia libera del sistema, esplicitando il bilancio energetico solo in un caso partico-
lare. Tuttavia, in nessuno dei lavori precedenti venne determinata una relazione gene-
rale fra i parametri che descrivono 1’evoluzione della frontiera elastoplastica e 'incre-
mento di lunghezza della fessura.

Lo scopo di questo lavoro & quello di determinare, riprendendo I'idea di Chere-
panov ed Halmanov, una relazione esplicita fra la velocita di avanzamento della fessu-
ra e ['oscillazione del fattore di concentrazione degli sforzi. A tale scopo, si considera
un corpo elastoplastico con una frattura, in cui lo stato di sforzo cresce in modo mo-
notono e quasi statico. Le deformazioni plastiche si suppongono localizzate solo in re-
gioni che circondano le estremita della fessura, le dimensioni delle quali sono piccole
rispetto alla lunghezza della fessura stessa. Si puo cosi ritenere che la trasformazione
della zona plastica sia composta di un moto di traslazione, solidale con I'apice, e di
una variazione della sua forma. Il cambiamento di configurazione & noto dalla solu-
zione del problema al contorno formulato per un mezzo elastoplastico illimitato con
una fessura semiinfinita e soggetto ad uno stato di tensione fondamentale. In questa
semplice situazione, istituendo un’equazione di bilancio energetico, si trova una rela-
zione che lega la velocita di avanzamento dell’apice all’evoluzione della frontiera ela-
stoplastica e, di conseguenza, alla variazione dello stato di tensione imposto. L’esten-
sione dei risultati al caso della fatica porta ad una espressione analoga a quella di Pa-
ris, permettendo la valutazione esplicita dell’ordine di grandezza del coefficiente di
proporzionalita.

Equaziont DI BiLANCIO

Consideriamo un corpo elastoplastico indefinito, in deformazione o tensione pia-
na, nel cui interno c’¢ una fessura, e supponiamo che il mezzo sia soggetto ad uno

Fig. 1.
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stato di tensione fondamentale che cresce lentamente con il tempo. Indicata con O
un’estremita della fessura coincidente (v. fig. 1), all’istante iniziale # = #;, con I'origine
di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale (x, y), limitiamo la nostra attenzione
ad una piccola regione V del corpo che contiene il punto O, le cui dimensioni sono
trascurabili rispetto a quelle della fessura, che, in essa, & pensata rettilinea e semi-
infinita.

In V, lo stato di sforzo ¢ dominato dalle caratteristiche asintotiche della soluzione
singolare dell’analogo problema elastico. Infatti, essendo la variazione dei carichi qua-
si statica, l'influenza della temperatura sulle deformazioni e sulle tensioni & trascura-
bile. Inoltre, se le deformazioni plastiche sono localizzate all’interno di una regione S,
contenuta in V e piccola rispetto ad essa, la soluzione del problema elastoplastico di-
pende dal fattore di concentrazione degli sforzi K, definito dal coefficiente della sin-
golarita delle tensioni elastiche in O. Cid & possibile, poiché il decadimento all’infi-
nito della soluzione elastica coincide con quello della soluzione elastoplastica.

Sotto queste ipotesi, la velocita dell’apice della fessura, /, & funzione del solo fat-
tore di concentrazione degli sforzi. Pertanto, volendo determinare una tale relazione,
supponiamo che, durante I'intervallo di tempo [#, #], la funzione K = K(¢) cresca da
Kiin 2 Kipax in modo monotono e quasi statico e che I'apice della fessura avanzi nella di-
rezione positiva dell’asse x. Si pud cosi ritenere, trascurando le plasticizzazioni sui
bordi della fessura, che un incremento infinitesimo di K provoca una traslazione della
zona plastica insieme ad una sua contemporanea espansione. La legge di conservazio-
ne dell’energia, scritta per il processo di evoluzione della regione S, se non teniamo
conto del contributo del flusso termico e di quello dell’energia cinetica, impone (ad
es. [6]) che la potenza £ delle forze agenti sulla frontiera elastoplastica C, di normale
esterna # = (., #,), sia uguale alla velocita di variazione dell’energia intrinseca U del-
la regione S piti la potenza di frattura IT:

(1) =4yt
dt
Ponendo
£=¢F-ids, U-=/|[pEdS, II=2y*]
|

si ha

. d
2) iF icds = & UpEdey i

dove F = T+ ¢ il vettore tensione agente su C, T ¢ il tensore degli sforzi, 7 & la velo-
cita dei punti della frontiera elastoplastica, p & la densita di massa, E quella dell’ener-
gia interna e y* & una costante propria del materiale, il cui significato & quello di
energia di superficie spesa nell’incremento unitario di lunghezza della fessura (ad
es.[11], [12, pp. 551-590]). II verso di percorrenza del contorno C & preso anti-

orario.
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Fig. 2.

Indicato con € il tensore di deformazione, postulando I'esistenza di una funzione
&

W(e) = f T-d ¢ tale che pE = T &, nel caso di deformazioni infinitesime e, dopo aver

0
applicato il teorema del trasporto al primo termine del secondo membro della (2),
otteniamo

(3) fﬁ-adp §W(e)(zzo-n)ds+2y*z'.
C

Nella (3) 4= (=1 + 1 K, vop K), mentre gy, e vy, sono le componenti del vettore
#y, definito su C, da cui dipende la sola espansione della frontiera elastoplastica.

Dalla (3) si ricava una relazione di controllo della velocita di accrescimento della
fessura. Infatti, poiche, al tempo ¢ > ¢, lo stato del sistema dipende sia della distan-
za, [(¢), dell’apice della fessura da O, sia dal fattore di concentrazione degli sforzi,
K(#), abbiamo

* —F-. a_u j =F . a_u _— .

(4) [2)/ CﬂW(s)nx F- < ]ds]l KCﬂF S~ Wie)wor n)]ds,
dalla quale, per 'ipotesi di caricamento monotono, secondo cui le relazioni / = /(¢) e
K = K(z) sono biunivoche ed _esprimibﬂi nella forma / = /(K), segue
HF- 2—1’2 - (s)(uo,e-n)]ds
ﬂ =
dK

(5) 5 .
2p% — HW(s)nx ~F- —”]ds

g Ox
Il secondo membro della precedente equazione differenziale ¢ funzione solo del fatto-
re di concentrazione degli sforzi.
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AnaLIsI QUALITATIVA DELL’AVANZAMENTO DI UNA FESSURA PER FATICA

Per individuare alcune proprieta qualitative della propagazione monotona dell’a-
pice di una fessura, supponiamo che il corpo, in deformazione piana, sia soggetto ad
una tensione fondamentale di trazione diretta ortogonalmente all’asse x e che il mate-
riale segua il criterio di plasticitd di Tresca-S.Venant. Ricordando che, all’esterno di
S, la soluzione elastica singolare & una buona approssimazione di quella esatta limita-
ta[13], la frontiera elastoplastica C, in un sistema di coordinate polari (7, 6) di polo
O, ha espressione[14, p. 106]

(6) r,(0,K) = = f(O 27r) Yeos?(6/2)[1 — 2u + sin (6/2)1?

c70

Le componenti della tensione, dello spostamento e la funzione W(e), scritte su C,
sono

G (1, 0) = 545, (0) = 0 [272 F(6)] 72 cos (6/2)[ 1 — sin (6/2) sin (36/2)]

a,, (r,, 0) = 543, (0) = 5o [27 F(6)] /2 cos (6/2)[1 + sin (6/2) sin (36/2)]

Gy (1), 0) = 343, (0) = 9 [27 (6)] 7% cos (6/2) sin (0/2) cos (36/2)

01y, ) = ula + 0,,),  Ge(r,, 0) =a,(r,,6) =0

u(r,, 0) = (K2 /Gay)a(6) = (K2 [2Gao)[F(6) /2712 cos (6/2)[1 — 2u + sin?(6/2)]
v(r,, 0) = (K2 /Gay) 9(0) = (K2 /2Gay)[ f(6)/27]/? cos (6/2)[2 — 2u — cos?(6/2)],
WLe(r,,0)] = (c3/4G) W(6) = (c3/4G){[2(6) +52,(0)1(1 —v) — 205,4(0) 5,,(0) + 252,(6)},

dove G ¢ il modulo di elasticita tangenziale e v & il coefficiente di Poisson. Sosti-
tuendo le precedenti espressioni nella (5) ed osservando che le componenti del vettore
#g, sono proporzionali a r, (6, K)/9K, segue

3
Cﬂﬁ e W(s)(uok-n)]d: « K3, ﬂW(s)nx - F- %}’f ds « K2,

La forma del contorno C influenza solo le costanti di proporzionalita, ma non altera la
dipendenza analitica dell’accrescimento della fessura da K, che, invece, dipende solo
dal tipo di singolaritad della soluzione elastica nell’origine.

L’equazione (5) diviene

al _ B K’

(7 —
) dK 2r* = BK?

con f3; e f3, costanti di proporzionalita che dipendono dalle proprieta costitutive del
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corpo. Se B, # 0, ponendo K2 = 2y* /B,, B5 = B, /B, si ricava

da _, K
®) dK =5 KCZ—KZ’

in accordo con i risultati ottenuti per altra via da Cherepanov e Halmanov[9]. K, &
una costante del materiale.
Se K cresce da K, a K, 'aumento di lunghezza della fessura e

Ktxzmx - Kn%un Kc2 B Kriax
? YT M ke
dove 8 = ;K2 /2. Quando K, >>K,,,, 0 8, = 0, I'espressione precedente assume la for-
ma pit semplice

(10) Al=cK2.—KkL),

con ¢ = B; /8y* « (a3 Gy*) 1.

L’equazione differenziale (5) & stata ottenuta nell’ipotesi di incremento monoto-
no del fattore di concentrazione degli sforzi. In un processo ciclico, invece, I'ipotesi
fatta sulla crescita di K non & pit valida e la storia di carico influenza I'evoluzione
della zona plastica. Comunque, se si accettano alcune semplificazioni, la (5) vale anco-
ra in ogni singola fase di variazione monotona di K, ad esempio: durante un ciclo,
quando il fattore di concentrazione degli sforzi cresce da K, a K., . Infatti, se suppo-
niamo che le proprieta costitutive del mezzo non dipendano dalla storia di carico, che
influenza della plasticizzazione presente sui bordi della fessura sia trascurabile e che
la fessura stessa non si chiuda in corrispondenza di K, si puo ritenere che I'apice
avanzi durante tutta la fase di incremento monotono di K. In questa situazione, la sto-
ria di carico pesa solo sulla dimensione della zona plastica residua dopo lo scarico
completo. E facile provare[15, pp. 282-284] che, mantenendo costanti i limiti di
variazione del fattore di concentrazione degli sforzi, la dimensione della zona plastica
residua dipende solo dall’ampiezza dell'intervallo di carico, AK = K,,, — K.y,. Per-
tanto, in una variazione ciclica di K, dove non vi sia chiusura della fessura, la zona pla-
stica residua, presente a scarico avvenuto, ha sempre la stessa estensione. Questo si-
gnifica che, in prima approssimazione, durante ogni fase di crescita monotona di K, al
di 1a della frontiera elastoplastica non c¢’¢ memoria significativa dei cicli passati. Il fat-
tore di proporzionalita dell’equazione (8) diviene, apparentemente, una costante del
materiale.

Per estendere il risultato dell’espressione (5) al caso della fatica basta osservare che
'equazione (10) rappresenta I'incremento di lunghezza della fessura al ciclo di carico
ennesimo. Se consideriamo N come una variabile continua, la velocita di avanzamento
¢ dl/dN, e, se poniamo K., =0, la (10) diviene

d
dN

in accordo con l'espressione proposta da Paris ed Erdogan[1].

(11) = K ax,
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UNA VALUTAZIONE ESPLICITA DELLA VELOCITA DI AVANZAMENTO
DELLA FESSURA PER FATICA

Per determinare esplicitamente la velocita di propagazione di una fessura per fati-
ca, nell'ipotesi che il corpo, soggetto a tensione fondamentale di trazione, si trovi in
uno stato di deformazione piana, supponiamo che la zona plastica, collocata in corri-
spondenza dell’apice della fessura, sia costituita da due segmenti sedi di plasticizza-
zioni localizzate (ad es.[15, p. 2771,[16],[17, p. 149]).

Nel sistema di riferimento O, x, y di fig. 3, la fessura & rappresentata dalla semi-
retta y = 0, — o < x < 0, mentre la regione plastica & individuata dai due segmenti
y=*x0<x<b/ \/5, di lunghezza incognita 4, lungo i quali la componente tangen-
ziale del vettore tensione, secondo il criterio di Tresca-S. Venant, & quella limite del
materiale: 7, = gy /2.

Fig. 3.

Con queste posizioni, il problema con dati al contorno puo essere formulato com-
pletamente nell’ambito dell’elasticita lineare. Infatti, all’interno del corpo deve essere
soddisfatta 'equazione V*(q, + 5,,) = 0, mentre le relazioni

Oy =0y =0, y=0, —®<x<0;
[e..]1=0, y= *x, 0<x<b/\/§;
Tt = T » y= *x, 0<x<b/\2;
[z-n] =0, y= %x, 0<x<b\2;
xETw[VZTWny]=K, y=0;

valgono sul suo contorno. [] indicano, come & usuale, le discontinuitia, mentre
o, sono, rispettivamente, la tensione normale e quella tangenziale sulle linee di
scorrimento.

Utilizzando la rappresentazione di Kolosov Muskhelishvili dello stato di tensione e

O’ﬂﬂ b
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di spostamento in termini dei potenziali complessi ¢(z) e Y(z), funzioni della variabile
z =x + 7y, possiamo scrivere

O+ 0, = 2[9' (1) + ' @)],
(12) Gy = G T 260, = 2[29"(2) + ' ()],

2G(u + i) = Kp(z) — 2 ¢’ (2) — Yz).

Le funzioni ¢(z) = 3(z), ¢(z) = $(z) sono le coniugate dei potenziali ¢(z) e {/(z), mentre
z=x—1y, e k=3 —4u. Le condizioni al contorno, scritte in forma complessa,
divengono

oy tia, =0, y=0, —o<x<0;
lo,y + 70,1 =0, y= *x, 0<x<b/\/§;
2Glu+w]= f), y= +x, 0<x<b/\2;
x_l)illlw[o'yy\/ig]=K, y =0.

Inoltre, poiché in un sistema di coordinate polari (7, 6) di polo O si ha [« + iv] =
=e®u, + iuy] = €” %(r), otteniamo

(13)

')+ ¢ (R) +2¢"(x) + ¢ (z) =0, y=0, —o0o <x<0;
lo@) +2¢'®) + ¢&) ] =0, y=+x, 0<x<b/\2;

(14)  [kek) —29' Q) —$R) ] =2Ge* *x(r), y=+x, 0<x<b/\2;
Jim [V2rz¢' (2)] = %;

zﬁl‘& {V2rz[z¢"(2) + ¢ ()]} = 0.

La seconda delle equazioni precedenti & 'equivalente della condizione (13.2), aven-
done fatto l'integrale rispetto alla variabile z.

Le relazioni (14) possono essere agevolmente manipolate per ottenerne altre
pit semplici. Infatti, sommando la (14.2) alla (14.3), sostituendo il risultato ottenuto
ancora nell’equazione (14.2), derivando rispetto alla variabile z = re */4e ponendo

Qz) =2¢"(z) + ¢' ), si ha
[¢' @] = [2G/(x + 1)1 ¥ (), [Q@)] = [2G/(x + DL £ 2) " (r) = 25y (r)].

Se osserviamo che le funzioni ¢’ (z), Q(z) sono sezionalmente olomorfe e se la funzione
x(r) & presa nella forma

(15) x(r) =Ab —r)?,

i potenziali complessi possono essere ricavati utilizzando le formule di Plemelj-Priva-
lov[18, p. 429]. Inoltre, poiché, per I'assenza di carichi concentrati in A ed A’ e
per la monodromia degli spostamenti, valgono le relazioni [o(z) +z ¢'(z) +¢(2)],, =0,

[koi) —z ¢'(z) — am]]n =0, dove y; e ¥, sono due circuiti di integrazione presi
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iin’/4

intorno a z = be , si ricava

16)  9e) = 5 ]———d:wo(z) Q) = i jﬂt ®1, F+ Q0 (2),
L

in cui &(z) = ¢'(z), L & la linea AOA’ di fig. 3, mentre @, (z) e £, (z) sono funzioni
olomorfe da determinarsi per soddisfare le rimanenti condizioni al contorno ed
all’infinito.

Sostituendo le espressioni (16.1) e (16.2) nella (14.1), si ottiene la condizione

1 Mdz jﬂg(t

(17) Dy(2) + Dy (z) +Qy(x) = —
t—x 27':1

dt = F(x),

che permette di determinare @, (z) e 2, (z) nella classe delle funzioni limitate. La ricer-
ca della soluzione dell’equazione funzionale precedente & equivalente a quella del
problema di Riemann-Hilbert:

18 (Do () + Dy &) +Q0@)]1* + [0 (2) + By (2) +Q4 ()] = 2F(x),
18
[9, (2) %()"‘Qo )]=0.

Dalle equazioni (18.2), (14.4) e (14.5) segue che R [Q, (z)] = 0. Inoltre, essendo F(x)
limitata e, per la (15) e la (17) solo reale, risulta anche J[Q, (z)] = 0. Si ha cosi: , (z) =
=0y (2), 0y (2) =0,

Vz f’ F(x)

2ni ) \/;(x_z)

e, per I'assenza di poli della funzione @, (z), la seguente condizione di compatibilita

(19) Py (z) = dx,

(20) - j f(idx_—,

che lega tra loro le costanti A e b dell’equa21one (15). Infatti, sostituendo la (17) nella
(20) ed osservando che

_ —m

[ -
ARV Ve

risulta
Kr(1 + )
827 Glsin (/8) + cos (/8)]

Operando in modo analogo, il secondo membro della (19) diviene

\/_ Jl[ZQ-F.Q]]dtJ T(x——%,

(21) Ab>? =
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da cui (Gradshteyn e Ryzhik [19, p. 300, n° 3.264.2]) si ottiene
(22) D7) = J' M 1 : j o] dr, Q@)= J' _L]]_ .
1,‘ —-2) t—2)

Sostituendo la (15) nelle (22), le espressioni esplicite dei potenziali complessi sono

71.'(1+IC) . Z_z()
TG—@(Z)—Z(b_ZCOSZ—)]nm*
—zsin = In (Z_ZO)(ZZ_ZO) —Zz(b 3z cos ——) V+W
(23) 4 k4 \/_‘l"\/z_o
+2bIn (Ve \/Z’l(\/;Jr \/z_°)+ 6Vb Vz — 3b,
—n(l + x) _ - (z =29 )z — 2) -2
W.Q(z)-—(b—zcosz)ln#—+ ZZlnz—Zo — 3b.

Si osserva che l'aver imposto @ priors il dato sullo spostamento, tramite 1'equazione
(15), non ci permette di ottenere una tensione tangenziale sulla linea di scorrimento
uguale a quella limite del materiale. Comunque, seguendo il metodo approssimato di
Annin e Cherepanov[17, p. 155], si pud ritenere che la relazione

b
(24) fa,edr =150,
; 0
sia sufficientemente accurata per i nostri scopi. Pertanto, essendo

= J{e* ™[z —2) P () + QR)1},
dalle (23) e (24) risulta GAb=0,133 n(1+x) 7o, da cui A==[0,066 z*(1+x)/Gls}/K?,
b=K?/s}m.
Utilizzando le espressioni precedenti di A e b, si determina esplicitamente la velo-

cita di avanzamento della fessura per fatica. Infatti, sviluppando i semplici calcoli, I’e-
quazione (11) diviene d//dN = 0,0035[(1 + k)/Go3y* 1K fux.

CONCLUSIONI

La velocita di avanzamento di una fessura, durante un incremento monotono di
carico, & determinata completamente dalla soluzione statica del problema al contot-
no formulato per un corpo elastoplastico indefinito con una fessura semiinfinita e sog-
getto a tensione fondamentale. L’avanzamento ciclico, sotto opportune ipotesi, pud
essere considerato come il risultato di un effetto che si sviluppa durante ogni singola
fase di crescita monotona del fattore di concentrazione degli sforzi. La dipendenza
della velocita di accrescimento della lunghezza della fessura per fatica dalla quarta po-
tenza di K & una proprieta di tutti i materiali duttili, la cui risposta elastica sia lineare.
Cio mostra che la microstruttura del materiale entra in gioco solo nei parametri ma-
croscopici che ne descrivono la risposta meccanica. Infine, 'ordine di grandezza della
costante di proporzionalita della legge di Paris & (¢§Gy* )™ ".
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