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Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: il problema non au-
toaggiunto. Nota V di Fravia Lanzara, presentata(*) dal Socio G. Fichera.

Asstract. — Theory and applications of intermediate operators: non self-adjoint problem. The aim of the
paper is to prove how in the framework of the theory developed in the previous Notes it is possible to in-
clude non self-adjoint problems. It is shown that this is possible when one considers the Dirichlet problem
for a non self-adjoint second order elliptic equation with bounded and measurable coefficients. Extensions
to more general problems seem very likely.

Key worps: Non self-adjoint elliptic equation; Discontinuous coefficients; Green’s operator.

Russsunto. — Lo scopo del lavoro ¢ di mostrare come nel quadro della teoria sviluppata nelle Noze
precedenti & possibile includere problemi non autoaggiunti. Viene mostrato che questo & possibile quando
si considera il problema di Dirichlet per un’equazione ellittica del secondo ordine non autoaggiunta con coef-
ficienti limitati e misurabili. Sono assai probabili estensioni a problemi pit generali.

In questa Nota ci proponiamo di mostrare come i metodi sviluppati nelle preceden-
ti, e sempre relativi a problemi autoaggiunti, possano estendersi a problemi non autoag-
giunti. A tal fine considereremo il caso semplice di una equazione scalare ellittica del II
ordine, in cui i coefficienti, pero, supporremo funzioni reali, misurabili e limitate. Scri-
veremo tale equazione, nel senso delle distribuzioni, al modo seguente:

9 3 9

con a; (x), ; (x), c(x) funzioni misurabili e limitate nel campo limitato A di R™ Assumere-
mo lipotesi di ellitticita uniforme cioé I'esistenza di una costante p, > 0 tale che, per
ognix e AeperogniA = (Ay,...,A) e R siag;(x) =a;(x) G,/ =1,...,r),a; (x) 1, =
= po ;). Assumeremo f(x) € L2 (A) ed associeremo alla () la condizione al contorno di
Dirichlet: # = 0 su dA. Quindi la funzione # &, ora, una funzione a valori reali e non
pit, come nelle Note precedenti(!), una funzione vettoriale.

E da presumere possibile I'estensione dei principali risultati di questa Notz a siste-
mi non autoaggiunti ed a condizioni al contorno pit generali.

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1993.

(Y) Teoria degli operatori intermedi e applicazions: risultati generali. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 3,
1992, 79-101; Teoria degli operatori intermedi e applicazions: statica elastica con coefficients discontinui, il pro-
blema degli spostamenti. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 3, 1992, 149-171; Teoria degli operatori intermedi e
applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il problema delle tensioni. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9,
v. 4, 1993, 3-27; Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il
problema misto e i problemi di trasmissione. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 4, 1993, 87-98.
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16. UN COMPLEMENTO ALLA TEORIA GENERALE DEI PROBLEMI INTERMEDI

Diamo a G, G, e Q, il significato loro attribuito nella Noza I e poniamo
I,=G"2Q,G" (GY? ¢ la radice quadrata positiva di G). Nella Nota 1 abblamo di-
mostrato che 0< G, ~G<G,~TI,,0<G~TI,<G,-TI,, lim |G, - T,/ =0.

Abbiamo inoltre calcolato per ogni fissato 7z (con m = mo ed 2, convenientemente
alto), per oghi #» = 1 e per ogni » = 1, una costante cn, , tale che, fissati 7 ed r,
nl_n)nwc =0 e, fissati m ed n, |G, =T, <, < c('”) Nim =G, = 1,|.

Con il simbolo ||| si & indicata la norma di un operatore con51derato da S in S. Vo-
gliamo ora valutare | G — I',] e | G, — G| quando con |- ] si indica la norma di un
operatore di § in H. L'interesse applicativo di tali valutazioni & cospicuo. Ad esempio
nei problemi di teoria dell’elasticitd considerati nelle Noze II, III e IV, tali valutazioni
consentono di maggiorare I'errore di approssimazione nelle derivate prime degli spo-
stamenti, cioé¢ sugli sforzi e sulle deformazioni, oltre che sugli spostamenti.

Sia IC lo spazio di Hilbert ottenuto introducendo in H il prodotto scalare (Tx,v)y.
Lo spazio IC & isomorfo come spazio di Hilbert a H. Usando le notazioni della sezione

4, supponiamo, per semplicita, che il sistema {w,} sia ortonormale in IC cioe
(Tewy,, )iy = 8, (Wb, = 1). Si ha, allora

(16.1) Gf = b§1(TGf’ Wp)gwy = béﬁ:l(f’ wp) ,
Si ha anche (cfr. Nota I, p. 93)
(16.2) : I, f= él(f, wp) wy .

Ne segue (cfr. (1.2)) che
erl(G -1 fl < (TG -T,) /(G - T, )f

= 2 Gar=(G-1) £ <]G-DllAP-

Pertanto risulta: o

(16.3) 1G-r,l <er lIG -1,

Si ha poi, tenendo presente (1.1), (1.2), (1.4) e (2.6),,

er,I(G, = G < (T,(G, = G) £,(G, = G) /lu=((G,=G) £,£) ~ (G, T,,(G,= G) flu=

= (G, - G)f,f) = (GLN) + (AT, G = (G, = G £ f) = (T = T,) G, Gf )y <
< (G, -G£ <G, = GlIAP .

Ne segue che
(16.4) IG, - Gl <c, |G, - G|"”.
Quindi da (16.3), (16.4), dai Teoremi 4.5 e 4.6 segue che

16.1. Fissati gli interi positivi m (m = my), n ed r si ha:
1G, - Gl < 1712 NG =T, <cr P17
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e quindi
IG, £ = Gfllr < e, e 120 NIGF = T, Al < e PLe 71207

Consideriamo in particolare il problema

(165) [l @)U, V, + ) UVdx = [ Fix) Viw)d, UeH,(4), VVeH,(A)
A A

data F e L?(A), supponendo c(x) 2 0 per x € A.

Assumiamo § = L?(A), H = H, (A). Puo allora applicarsi con ovvie modifiche la
teoria della Noza II. Com’& ovvio esiste una e una sola soluzione di questo problema.
Sia U = GF (G operatore di Green). E da notare che in tal caso I'operatore G, non &
esplicitamente calcolabile ma viene approssimato da operatori G, ,, esplicitamente cal-
colabili (cfr. Noza II, p. 100). Occorrerebbe quindi un’ulteriore analisi per maggiorare
1G,.,, — I',]. Omettiamo tale indagine perché non essenziale ai nostri scopi attuali.
Osserviamo, invece, che G, ¢ esplicitamente noto se il campo A & bi-lipschitziana-
mente omeomorfo ad un campo sferico. Se tale ipotesi non & verificata ma sono sod-
disfatte da A le ipotesi enunciate nella sezione 14 (assumendo, ovviamente, 3, A = 94)
si proceda nel modo seguente. Poniamo B(U,V) = J la; () U,, V,, + clx) UV1dx
e (U V)= [U,V,dr. Risulta ¥

A o
(16.6) B(U,U) zp U}, VYUeH,(A).
La soluzione U = GF del problema (16.5) ¢ data da GF = 2 (F o) o, con {o'}

sistema ortonormale e completo nello spazio 3((A), ottenuto mtroducendo in H (A il
prodotto scalare B(U,V). Faremo ora vedere che & possibile maggiorare esplicitamen-
te lerrore che si commette quando si sostituisce a G I'operatore I',, esplicitamente no-

to, dato da I',F= > (F, ") &’
»=1

Se 0, & la varieta lineare generata dalle funzioni ', ..., ", Q, c 9(A), sia P, il proietto-
re ortogonale di IC(A) su Q, e sia Q,=I-P, (I denota 11dent1ta in 9C(A)). Risulta

G -r,) o2 B(G-1,)0,(G - T, )0) _
polG—T,1P=p, sup ——2—~H-< >
L) - {0} o] L2(4) - {0} il
B(Q, G®,Q, G®) B(G®,Q, GP)
= sup = _
L2(A) - {0} s L?(4) - {0} (]

Diciamo 9C(A) la varieta lineare, contenuta in 3C(A), costituita dalle funzioni
Ue “)MC(A) tali che esiste EU € L?(A) in modo che B(U, V) = (EU, V), YV € 9C(A). Se
U e 3(A) si ha [B(U,V)I? < |EU|P-|[VI?, YV € 9¢(A). Quindi si ottiene:

’ UQnU) (Q,U,0Q,U) (U, U)
plG-T, I’ sup ———— sup ————— < su .
’ 4) —p{o} |EUI? 54) - {0} B(U,Q,U) mIgA;]}j{g} B(U,U)

Se (U, V)) denota il prodotto scalare (12.3), (12.5), procedendo come nelle sezioni
12 e 14 (cfr. Lemmi 12.10 e 14.6), & possibile determinare una costante positiva g,
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che dipende da A, tale che

(16.7) B(U,U) = ¢,(U,U), YU eH,(A)
da cui segue che
1 sup ———(U’ v) .
Podo yqa) - 10y (U, U))
P,U=0
Sia {V*} un sistema completo in L2 (A) di vettori linearmente indipendenti tale che
o’ =GV*? (Vb = 1) oppure, equivalentemente, tale che

IG-T.1*<

(16.8) B(r,o/) = (1, Vh), VPeHA).
In molti problemi puo essere semplice determinare i sistemi {w’} c H, (A), {V*} c L?(A)
legati dalla (%6.8). Si puo altrimenti procedere come indicato nella sezione 5.

Sia U € H, (A). La condizione P, U = 0, che equivale alle # condizioni di ortogona-
lita B(U,w’) =0, h=1,...,n, si riscrive al modo seguente:
(16.9) (U, V=0 b=1,..,1.

Si prg)ceda a questo punto come nella sezione 14. Essendo 9,4 = 9A, risulta
V(A) = H, (A); la varietd V,(A) & ora definita dalle condizioni (16.9). Seguitando ad
usare le stesse notazioni introdotte nella sezione 14, sostituendo perd alle condizioni
(14.3);, che servono per definire lo spazio ¢, (A), le (16.9) e alle condizioni (14.5),,
che servono per definire lo spazio X, (A), le seguenti:

(16.10) (UL, Vh, + (U3, V"),=0, b=1,...n

si ottiene:

1 [u, Ul
G-I,)?Ps — .
I - DPodo o, (21)1}_){0} [(u, w]
Le condizioni (16.10) si possono trasformare in condizioni del tipo (14.5),. Infatti, as-

sumendo nella (14.7),:

=V -1 b A
F=V"inA, V¥ misaAAJde sud, e

—misAzj VPdx + misA, fvbdx
A;

= (— J A
¢=(=1 mis A+ mis 04
le (14.6), sono verificate Vb =1 e &= 1,2. ‘
Le (14.8), permettono di determinare W*?*2” ¢ H,(4,) tale che
[ Vdx
kb +2m TTRYY — (Vb TTRY, 4 135
(W +27 Uk), = (V2 U), misaAjde

e

su A,

—misA, JV”dx+misA1 JV”dx
4 4 j Utds, VU*eH, (4), Yb=1, k=1,2.
A

{1\
(=1 mis A - mis A
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Segue che le condizioni (16.10), dovendo valere per ogni {U!, U?} € X(A), possono
cosl riscriversi:

(16.11) (Wre+r2 ghy), + (W?"+2 U?),=0, h=1,...n.

Cio consente di applicare il metodo sviluppato nella sezione 14 per il calcolo (per
. (U, Ul

eccesso) di 7, = su

%, (4) E>{o} [(u, wl”

17. IL cASO NON AUTOAGGIUNTO

Considereremo ora il problema

(17.1) j [a;) UV, +be) U,V + ) UV +y UV de = f F(x) Vix) dx,
A A

UeH,(4), Fel?(4), YVeH,(A);

y & una costante. Supponiamo inoltre che sia c(x) = 0, Vx € A.

In base alle considerazioni svolte nella sezione precedente, supponendo che A sia
bi-lipschitzianamente omeomorfo ad un campo sferico, oppure, pit in generale, che ve-
rifichi le ipotesi enunciate nella sezione 14, ed attribuendo a G il significato di operato-
re di Green del problema (16.5), riterremo acquisito il seguente Teorema:

17.1. Esistono una successione di operatori {G,} di L*(A) in H; (A) (%) e due successio-
ni infinitesime di numeri positivi {e,}, {n,} tali che |G — G,| < &,; VG — 8,| <n,. Gli
operatori G, ed i numeri ¢, ed n, sono esplicitamente calcolabili.

E immediato dimostrare il seguente Teorema:

17.2. Condizione necessaria e sufficiente perché U sia soluzione del problema (17.1)
¢ che, posto E = b,(x)3/3x; si abbia )
(17.2) U=G9
(17.3) O®+EGO+yGP=F, @eL?A)
essendo G [operatore di Green del problema (17.1) nel caso b;(x) =0 (i =1,...,r),
y=0.

Pertanto lo studio di (17.1) & equivalente a quello dell’equazione (17.3). Assunto
arbitrariamente A # 0, possiamo scrivere la (17.3) al modo seguente:
(17.4) O=0— AP+ EGP + yGD) + \F, DeL?*A).

Posto RO =@ + EGP + yGP e 5,9 =0 — ARD + )F, si ha che §,0 - S, ¥ =
= (I — AR)(® — ¥), denotando con I 'operatore identita in L?(A). Sussiste il seguente
Teorema:

17.3. Puo determinarsi una costante v, = 0 tale che, per ogni y = y,, fissato <,
0 < e <1, risulti (RD,D) = &|@|?, V& € L?(A).

(?) Ciog, secondo la teoria generale, di § in H.



162 F. LANZARA

Si ha, con la posizione (17.2), che

(17.5) (RO — &y, ®) = f [(1 = &) @ + b, (x) BU,, + ya; (x) U, U, + yelx) U] dx.

A
E elementare verificare che pud esplicitamente calcolarsi v, = 0 tale che, per ¥ = yo, la
forma quadratica nelle (» + 2) variabili: @, U, , ..., U, , U, sotto segno di integrale a se-
condo membro di (17.5), sia semidefinita positiva. Infatti, dall’essere a;(x) 22 =
= poAi X, x € A, segue che

RO — &,0,0) = f [(1 = &) D + b, (x) OU, + yp, U, U, + yclx) U?1dx
A

e, con calcoli semplici, segue che quest’ultima forma quadratica sotto segno di integrale
¢ semidefinita positiva se e solo se risulta

o1
4po (1 — &)

—— S 1, (x) 2
4p (1 — &) %axigl[bz ()]°.

Max S5 .

i=1

0<g<1l e ¥y
Pud quindi assumersi y, =

17.4. Se si assume 0 < ey <1, y =1y, e
260
I+ EG + vG|?

la trasformazione S, ¢ una contrazione dello spazio L*(A) in sé.

0<A<

Poniamo { =@ — ¥, &, ¥ e L?(A). Si ha, per il Teorema 17.4, che
IS, &=, PP =[T—2R) ¢P=[¢IP =22 (R, ©) + 22 |RE|P < (1 - 260 2+ 27 |RP)[ P

e quindi la tesi.
Risulta

||RC|I2= . (R*RZ, %)
cw-o P cw-w kP

IR =

L’operatore R* trasposto di R trasforma L?(A) in sé. Pertanto il calcolo di ||R|f si ri-
conduce al calcolo del piti grande autovalore dell’operatore R * R, simmetrico e positi-
vo nello spazio L?(A).

D’ora in avanti assumeremo i parametri A, ¢, e y verificanti le ipotesi del Teorema
17.4. Posto K, = I — AR, risulta $,@ = K, @ + AF e ||K;|| < 1. L’equazione (17.4) si ri-
scrive in forma equivalente:

(17.6) @ =K, 0+ IF.

Per il principio di contrazione (cfr. [40]) 'equazione (17.6) ammette una e una sola solu-
zione ® e L?(A). Essa & data da

(17.7) o= Abio(KA)”F.

E immediato dimostrare che
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17.5. Risulta

AlF|
1=Kl
Dai Teoremi 17.2 e 17.4 segue che

llell <

17.6. Se y = y, il problema (17.1) ammette una e una sola soluzione U. Essa é data da
U = GO, con G operatore di Green del problema (17.1), assumendo b;(x) = y = 0 e D data
da (17.7).

Dai Teoremi 17.1 e 17.5 segue immediatamente che
17.7. Risulta, per ogm' s=1,

s, @ - Gof < L s @ = Gl < rlE-

||K | ||K 1-TK[
Posto R, =1+ EG, + v§, e K,,=1— AR, dal Teorema 17.1 segue che

1/2
IR-R|<AG-6|+MIG-6l<s dove M= [Maxz[b(x]

xeA =1

e 8, = ye, + Mn,. La successione ¢, & esplicitamente calcolabile.
Risulta, quindi,

(17.8) K, — K)\,n“ = AR =R, < 23,
(S
(17.9) Jim K, = K5, [l = 0.

E facile vedere che non puo essere ||K;| = 0. Per # sufficientemente grande si ha che
0 < K.l = 28, < K| < [IKy,ll + 28,. 11 calcolo di ||K;|| equivale, quindi, al calcolo
del piti grande autovalore dell'operatore di L%(A): (I — AR*)(I — AR,), simmetrico e
positivo.

17.8. Sia n = ny, con ny opportunamente grande. Posto

(17.10) ®,=x > (K,,)F
h=0

sia

kol

" 1=K =KD
Risulta

(17.11) @ - o,|| < a,||F|
e
(17.12) lim a, = 0.
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Per ogni b = 1 risulta
K,,) — (K) = Z (K., (K, — KKy~

da cui segue che

K, K P =K ., 3
1Ky )= (KoY || < K = Kol Kl (ll sl IK;IP = 1K,

K] ) Ko =Kl =TT
Sia #y, = 1 tale che, per # = ng, risulti ||K,\,,,” < 1. Si ottiene, quindi,

AlK;,, = Kl |F]
(1 = KD (1 = [K;,.[l)

[0 = @,1l < AlFl 2 1K, = &)l <

cio¢ la (17.11). Dalla (17.9) segue la (17.12).

Per (17.8) e (17.9) & possibile costruire esplicitamente una successione infinitesi-
ma {,} tale che risulti o, < &, ¥z = 7,. Cid rende del tutto esplicita la maggiorazione
dell’errore di approssimazione (17.11).

17.9. Fissati n =1, m 2 0 sia

(17.13) 3, ,= AhZ (Ky,,)F.
=0

AR, A7+ . .
Posto B, ,, = m, m =0, fissato n = ny, con ny sufficientemente grande,
A7

risulta

(17.14) 12, — @,../l <8, IFl
e
(17.15) lim 8,,=0.

Si ha 12, - 0,0 = |2 S &, F|<AH S K. Se o ¢ ale che
/J=m+°°1 ”K b”:/i-i—l
K.l < 1, per #n =y, siha: > |K,lP = L
la (17.14) e la (17.15). brmrl t= Ik
Dai Teoremi 17.8 e 17.9 e dalla diseguaglianza (17.8) si deduce il seguente fonda-
mentale Teorema:

e lim K, ,|f* +1 =0 cioe

17.10. Esiste una successione {3, ,,} tale che, per m =0 e n = ny, con ny sufficiente-
mente grande, risulta

lle-o,.l<e.lFl e  lm 4,=0
La successione 8, ,, é esplicitamente calcolabile.

Dai Teoremi 17.10 e 17.7 si ottiene il seguente:

17.11. Sia U=IF (I operatore di Green) la soluzione del problema (17.1),
con y 2y, Fissati s2 1, m 20, n = ny, con ny opportunamente grande, é possibile
costruire una successione di operatori {I,,, } di L*(A) in H,(A) e due successioni
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{ E,n, m} € {nsnm} tali che ”‘FF Fs,n,mF” < Es,n,m”F”: ”‘FF - Fx,n,mF”H < Ns,n,m ”F”)
llm Enm — 0’ hm Ns,n,m = 0.

S, 1n,m —> 0 S, 0,m—> ®
Si ha, infatti,
(17.16) l,.F=¢9,, Vwzl, m=20, s=1

con la successione {9, ,,} c L?(A) definita in (17.13) e gli operatori {G,}, di L?(4) in
H, (A), costruiti nelle sezioni 9 e 16 (cfr. Teorema 17.1). Dal Teorema 17.2 risulta
U = G® con @ definita in (17.7). Quindi, tenendo presente la (17.16), i Teoremi 17.1,
17.5 e 17.10:

IrF =15, Fll < IG = g llllell + lIglllle - @]l < 1|1< AR L

1l calcolo di ||&,|| si riconduce al calcolo del primo autovalore del PCO &, di L?(A),
cosa che & possibile fare applicando a G, il metodo degli Invarianti Ortogonali.

~ Analogamente si ottiene: ||[I'F — I, ,, Fllg < [in, /(1 = KD + 1 .1 ... 1IFIl

- Ragionando come nella sezione 16 si dimostra che & sempre possibile determinare
una costante C > 0, che dipende da A, tale che | §,] < C||&,["2. Cio rende del tutto
esplicita anche quest’ultima maggiorazione.

18. COSTRUZIONE DELLA SOLUZIONE DI (17.1) PER ALTRI VALORI DI Y

Abbiamo visto nella sezione precedente che, nellipotesi che sia y = v, il problema
(17.1) ammette una e una sola soluzione che & possibile costruire esplicitamente (cfr.
Teorema 17.11). In questa sezione faremo vedere che cid & possibile anche per altri
valori del parametro y.

- Riscriviamo il problema (17.1) in modo equivalente:

(18.1) J[a,-j(x) U, V,+b; () U,V +clx) UV + y, UV = aUV]dx = fF(x) Vix)dx,
4 4
UeH,(4), Fel2(4), YVeH(4),
avendo posto ¢ =y, — 7.
Per il Teorema 17.6 esiste una e una sola soluzione UeHl( ) del seguente
problema:

(18.2) J [a; () U, V,, + b, ) U,V + c(x) UV + 7, UV1dx = j ¥(x) Vix) dx

A
VV e H,(A), data ¥" e L?(A). Sia U = I'¥. Per la teoria sviluppata nella sezione 17 si
puo supporre che I'operatore di Green I sia esplicitamente calcolabile.

Si dimostra immediatamente che:

18.1. Se U é soluzione dell’equazione (18.1), posto ¥ =oU + F, la ¥ ¢ soluzione
in L*(A) dell’equazione
(18.3) ¥ —oI'V =F;
I ¢ loperatore che fornisce la soluzione di (18.2).
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Viceversa se W ¢é soluzione di (18.3), posto U=IY, la U ¢ soluzione di
(18.1).

1l problema (18.1) ¢ dunque equivalente a determinare la soluzione in L?(A4) del-
'equazione (18.3).
Sussiste il seguente ben noto Teorema (cfr.[41]):

18.2. Se indichiamo con r,(I') il raggio spettrale della trasformazione T' e poniamo
(18-4) O.Oyzl/ra'(-lw);

lequazione (18.3) ammette una e una sola soluzione per ogni a: |a| < ay. Tale soluzione
é data da

(18.5) ¥= > o'I"F.
K=o
oy & il raggio di convergenza della serie di potenze a secondo membro di (18.5).

Come ovvia conseguenza del Teorema 18.2 si ha che se y ¢ tale che vy — oy < v <
< yo + gy il problema (18.1) ammette una e una sola soluzione U. Essa & data da

(18.6) U=ry, av:b}) (yo— yV'I"F.
=0

1l raggio spettrale 7, (I') & caratterizzato da

(18.7) r, (1) = lim [r*|[

Dall’essere |I™*|| < |II'|F (V& = 1) segue che 7, (I') < ||I|. Quindi, dato che ,(I") =
=[r,(I")}, si ha
(18.8) r () < |P¥|Y* (VB =1).
Fissato #» = 1 e posto
n—1
F® = 2 T*F
h=0

¢ immediato verificare che la (18.3) & perfettamente equivalente alla seguente equa-
zione ¥' = ¢"I"¥ + F" | ¥ e L?(A), la quale ha, quindi, una e una sola soluzione per
|c'| <ap.

Sia |o| < g,. Per (18.7) e (18.8) esiste un indice v =1 tale che:

1
(189) IO'I < Wﬁd’g.
Consideriamo I'equazione
(18.10) V=cI"V+FY, W¥el?A).

La soluzione ¥ ¢ data da

(18.11) Y= bz ("I FW.
=0
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La soluzione del problema (18.3) pud quindi scriversi nel modo seguente:

(18.12) Y= 2 oIy Z (aI'}*F.
y—1 -
Posto C = 2 (|o] [T, si ha che
k=0
(18.13) [F¥) < - |IF].
Quindi per ¥ soluzione di (18.3), definita in (18.12), si ottiene
< —G g
(18.14) 7| ——~L——|F|.
NS T r

Dal Teorema 17.11 segue che, comunque si fissi ¢ > 0, & possibile costruire espli-
citamente un operatore I',, di L?(A) in H,(A), tale che sia

(18.15) Ir—rl<-e.

Ci serviremo del seguente risultato:

18.3. Fissato € > 0, sia

FO =S SIEF.
k=0
Risulta

(18.16) [F¥ — EY| < ea,|F|,
con
v=1
n= 1ol SHIAL] + 91
La quantita o, é esplicitamente calcolabile.

Siha |[F¥ — FY || < ||F|| Vil (eI — (oI".)*||. Procedendo come nella dimostrazio-
ne del Teorema 17.8 e teneniit)oconto della (18.15) si ottiene che ||[I"* — (I )| < || —
-1 ﬁ: [Tl =t <l = rfledI L.l + o = < ck(IT ]| + )~ " da cui segue la
(18.16).

Per (18.9) risulta |o|”|[I”]| < 1. E quindi possibile determinare & > 0 sufficiente-
mente piccolo in modo che sia |o|*||[I"’|| < 1. D'ora in avanti supporremo ¢ scelto in tal
modo.

Sussiste il seguente Teorema:

184. Sia W, = E (T FY.
Posto
%, COV(Ir ]l + o s]”

“E T A= DA = oD
risulta ¥ — V.|| < B |Fll. La quantita B, é esplicitamente calcolabile.
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Risulta
[ - .| <|F¥ - FY| bZOHGVF”II” + llFs‘”’||b§_30||(a“I“)” — @)
e, tenendo conto di (18.9), (18.13) e (18.16),

IF| )
- v s —=T2_+ C¥|F| E @Iy — @Iy|.
IS =1 |
Si ha (cfr. Teorema 18.3) che
(18.17) I =1l < 0= llv(ir) + o~ < ev(Ir ]| + )~

e quindi || = ev(|T]| + &t < ||| < |2l + ev(|IT]| + )~ *. Cido rende la
quantita ||I"|| esplicitamente calcolabile. ‘
Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 17.8, e tenendo conto della

(18.17), si ha che
l IILF P”ll

2 @) = @rls

- ev(I )+ o)
S e Irha = Jet e

Il teorema & cosi completamente dimostrato.

Q

Sy FY.

Sia ¢ = 1. Consideriamo la funzione ¥, , =

18.5. Posto

REI v apoe

1= e

risulta |¥.,— V.| < e, (I e qli_r)no0 8., =0. 8., ¢ esplicitamente calcolabile.
Infatti si ha

Pl
1#eq = ¥l < Z (oIl IIF“’II<4C”IIFII.

|af* ]

Dai Teoremi 18.4 e 18.5 si ottiene il seguente:

18.6. E possibile determinare {a,,} in modo che sia
7= v | <a,lfl e lma,=0.

e—0
Cid consente la costruzione esplicita di ¥ e L?(A), soluzione dell’equazione (18.3)
e, insieme ai Teoremi 18.1 e 17.11, la costruzione della soluzione del problema
(18.1).
Posto LU = —[a;(x) U, ], + b;(x) U, + ¢(x) U si consideri il problema
LU+AU=F in A,
U=0 su 0A,

ovviamente nel senso delle distribuzioni (soluzione debole).

(18.18)
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Dall’analisi condotta si trae che per A = y, l'unica soluzione del problema (18.18)
¢ data in (17.2) con @ definita nello sviluppo in serie (17.7) assumendo A = y.

Se & vy — gy < A < 7, si ha sempre una e una sola soluzione e, posto A =y, — g,
essa & data da (18.6). In entrambi i casi abbiamo fatto vedere come si calcola la solu-
zione e si maggiora 'errore di approssimazione.
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