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Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: il problema non au­
toaggiunto. Nota V di FLAVIA LANZARA, presentata (*) dal Socio G. Fichera. 

ABSTRACT. — Theory and applications of intermediate operators: non self adjoint problem. The aim of the 
paper is to prove how in the framework of the theory developed in the previous Notes it is possible to in­
clude non self-adjoint problems. It is shown that this is possible when one considers the Dirichlet problem 
for a non self-adjoint second order elliptic equation with bounded and measurable coefficients. Extensions 
to more general problems seem very likely. 

KEY WORDS: Non self-adjoint elliptic equation; Discontinuous coefficients; Green's operator. 

RIASSUNTO. — Lo scopo del lavoro è di mostrare come nel quadro della teoria sviluppata nelle Note 
precedenti è possibile includere problemi non autoaggiunti. Viene mostrato che questo è possibile quando 
si considera il problema di Dirichlet per un'equazione ellittica del secondo ordine non autoaggiunta con coef­
ficienti limitati e misurabili. Sono assai probabili estensioni a problemi più generali. 

In questa Nota ci proponiamo di mostrare come i metodi sviluppati nelle preceden­
ti, e sempre relativi a problemi autoaggiunti, possano estendersi a problemi non autoag­
giunti. A tal fine considereremo il caso semplice di una equazione scalare ellittica del Et 
ordine, in cui i coefficienti, però, supporremo funzioni reali, misurabili e limitate. Scri­
veremo tale equazione, nel senso delle distribuzioni, al modo seguente: 

/ x du a, M- + £ / M ^ r + c(x)u =f(x) 
OX; 

con aij (x)9 bi (x), c(x) funzioni misurabili e limitate nel campo limitato A di Rr Assumere­
mo l'ipotesi di ellitticità uniforme cioè l'esistenza di una costante p0 > 0 tale che, per 
ogni* e A e per ogni A = (Xx,..., Xr) e Rr, sia a^ (x) = ajé (x) (ij = 1,...,r), a^ (x) À/Xj ^ 
^ POXJXì . Assumeremo/M e L2 (A) ed assoderemo alla (*) la condizione al contorno di 
Dirichlet: u = 0 su dA. Quindi la funzione u è, ora, una funzione a valori reali e non 
più, come nelle Note precedenti C1), una funzione vettoriale. 

E da presumere possibile l'estensione dei principali risultati di questa Nota a siste­
mi non autoaggiunti ed a condizioni al contorno più generali. 

(*) Nella seduta del 9 gennaio 1993. 
(*) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: risultati generali. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 3, 

1992, 79-101; Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il pro­
blema degli spostamenti. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 3, 1992, 149-171; Teoria degli operatori intermedi e 
applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il problema delle tensioni. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, 
v. 4, 1993, 3-27; Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il 
problema misto e i problemi di trasmissione. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, v. 4, 1993, 87-98. 
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1 6 . U N C O M P L E M E N T O A L L A T E O R I A G E N E R A L E D E I P R O B L E M I I N T E R M E D I 

Diamo a G, Gn e Q„ il significato loro attribuito nella Nota I e poniamo 
rn = GmQnG

V2 (G1/2 è la radice quadrata positiva di G). Nella Nota I abbiamo di­
mostrato che 0 < Gn - G <Gn - Tnì 0 < G - Tn < Gn - r„, Ĥm \\G„ - rn\\ = 0. 

Abbiamo inoltre calcolato per ogni fissato m (con m ^ m0 ed ra0 convenientemente 
alto), per ogni « ^ 1 e per ogni r ^ 1, una costante cj^}, tale che, fissati m ed r, 
; im e™. = 0 e, fissati *» ed », ||G„ - rn\\ ^ c%\, ^ c$, ton e™ = \\Gn - r j | . 

Con il simbolo || • || si è indicata la norma di un operatore considerato da S in S. Vo­
gliamo ora valutare | G — Tn | e | Gn — G | quando con | • | si indica la norma di un 
operatore di S in H. L'interesse applicativo di tali valutazioni è cospicuo. Ad esempio 
nei problemi di teoria dell'elasticità considerati nelle Note II, III e IV, tali valutazioni 
consentono di maggiorare l'errore di approssimazione nelle derivate prime degli spo­
stamenti, cioè sugli sforzi e sulle deformazioni, oltre che sugli spostamenti. 

Sia X lo spazio di Hilbert ottenuto introducendo in H il prodotto scalare {Tu,v)H. 
Lo spazio X è isomorfo come spazio di Hilbert a H. Usando le notazioni della sezione 
4, supponiamo, per semplicità, che il sistema {cob} sia ortonormale in X cioè 
{Tojh ,cok)H = âfâiVhyk ^ 1). Si ha, allora 

00 00 

(16.1) Gf= E (TGf,ù)h)Ho)h= E (fycoh)ojh. 
b=i h=i 

Si ha anche (cfr. Nota I, p. 93) 

(16.2) rnf= t(f,<ob)<ob. 
h = ì 

Ne segue (cfr. (1.2)) che 

cT\\(G - r j / l g r *= (T(G - r„)f,(G - r„)f)H = 

= Ì (f,cohf = ((G-r„)f,f)^\\G-rn\\\\f\\
2. 

h=n + l 

Pertanto risulta: 

(16.3) |G-rJ^f1/2||G-rJ1/2. 
Si ha poi, tenendo presente (1.1), (1.2), (1.4) e (2.6)„, 

cTo\\(G„-G)f\\2
H^(T„(G„-G)f,(Gn-G)f)H=((G„-G)f,f)-(Gf,T„(Gn-G)f)H= 

= ((G„-G)fJ) - (G/J) + {GfJ„Gf)H={{G„-G)fJ) - ((T - T„)Gf,Gf)H< 

^((G„-G)f,f)^\\G„-G\\\\f\\2. 

Ne segue che 

(16.4) | G „ - G | = S C r ; 1 / 2 | | G B - G | r . 

Quindi da (16.3), (16.4), dai Teoremi 4.5 e 4.6 segue che 

16.1. Fissati gli interi positivi m [rn ^ m0), n ed r si ha: 

\G„-G\^cT-1/2lc^y/2; \G-rn\$cT-v2[c^y>2 
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e quindi 

l | G , / - G / | | „ ^ ^ 1 / 2 [ C « ] 1 / 2 | | / | | ; | | G / - r „ / | | „ ^ C r - I / 2 [ c W ] ^ | | / | | . 

Consideriamo in particolare il problema 

(16.5) hatJ(x) UxVXj + c(x) UV]dx = h(x) V(x)dxy U e Hx (A), W E H, (A) 
A A 

data F e L2(A), supponendo c{x) ^ 0 per xeA. 
o 

Assumiamo S = L2(A), H = HÌ(A). Può allora applicarsi con ovvie modifiche la 
teoria della Nota IL Com'è ovvio esiste una e una sola soluzione di questo problema. 
Sia U = GF (G operatore di Green). È da notare che in tal caso l'operatore Gn non è 
esplicitamente calcolabile ma viene approssimato da operatori Gnjtn esplicitamente cal­
colabili (cfr. Nota II, p. 100). Occorrerebbe quindi un'ulteriore analisi per maggiorare 
\Gn>m — r„\. Omettiamo tale indagine perché non essenziale ai nostri scopi attuali. 
Osserviamo, invece, che Gn è esplicitamente noto se il campo A è bi-lipschitziana-
mente omeomorfo ad un campo sferico. Se tale ipotesi non è verificata ma sono sod­
disfatte daA le ipotesi enunciate nella sezione 14 (assumendo, ovviamente, d±A = dA) 
si proceda nel modo seguente. Poniamo B(Uy V) = [a^M UX.VX. + c(x) UV]dx 
e (U, V)H = [ UXtVxJx. Risulta A 

(16.6) A B(U,U)^p0\\U\\2
H, VU G ft 04). 

00 

La soluzione U = GF del problema (16.5) è data da GF = 2 (F, a>h) coh, con {coh} 
h = ì o 

sistema ortonormale e completo nello spazio X(A), ottenuto introducendo in Hx {A) il 
prodotto scalare J3(U,V). Faremo ora vedere che è possibile maggiorare esplicitamen­
te l'errore che si commette quando si sostituisce a G l'operatore Tn, esplicitamente no­
to, dato da TnF = 2 {Fycoh)J. 

h = i 

Se Qn è la varietà lineare generata dalle funzioni w1,..., of, Qn e X(A), sia P„ il proietto­
re ortogonale di X(A) su Q„ e sia Qn — l — Fn (I denota l'identità in X(A)). Risulta 

Po\G-r„\ =pQ sup — ^ sup j — = 

B(QnG$,Q„G$) B{G§,Q„G$) 
= sup —— = sup — . 

LHA)-{0} W L2W)-{0} W 2 

Diciamo 5c(A) la varietà lineare, contenuta in X(A), costituita dalle funzioni 
U e X(A) tali che esiste EU e L2 (A) in modo che B(U, V) = (EU, V), W e X(A). Se 
UeX(A) si ha [B(U, V)]2 =£ ||M/||2-|M|2, WeX(A). Quindi si ottiene: 

Po\G-r„\ =S sup =S sup =S sup . 
âcw)-{o} ||EU||2 iy).) , , W , a , U ) MW-W B(U,U). 

p„u = o 

Se ((U, V)) denota il prodotto scalare (12.3), (12.5), procedendo come nelle sezioni 
12 e 14 (cfr. Lemmi 12.10 e 14.6), è possibile determinare una costante positiva q0, 
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che dipende da A, tale che 

(16.7) B(U,U)&q0((U,U))> VUeHM) 
da cui segue che 

I G - Tn | z ^ —— sup 

P„U = 0 

Sia {Vh} un sistema completo in L2 (A) di vettori linearmente indipendenti tale che 
a> = GV (VA ^ 1) oppure, equivalentemente, tale che 

(16.8) B(T,<J,) = (Y9V
b), VF e Hx (A). 

o 

In molti problemi può essere semplice determinare i sistemi {ù)h} c ^ (A), {Vh} cL2(A) 
legati dalla (16.8). Si può altrimenti procedere come indicato nella sezione 5. 

Sia U GH1 (A). La condizione P„ U = 0, che equivale alle n condizioni di ortogona­
lità B(Uyù)h) = 0, A = 1,...,#, si riscrive al modo seguente: 
(16.9) (U,Vh) = 0 h = l,...,n. 

Si proceda a questo punto come nella sezione 14. Essendo dxA = dA, risulta 
o 

V(A) = Hi (A); la varietà V„(A) è ora definita dalle condizioni (16.9). Seguitando ad 
usare le stesse notazioni introdotte nella sezione 14, sostituendo però alle condizioni 
(14.3)3, che servono per definire lo spazio Xn{A), le (16.9) e alle condizioni (14.5)4, 
che servono per definire lo spazio X„(A), le seguenti: 
(16.10) (u1,vb)1 + {u2

9v
h)2 = o, h=. i,...,« 

si ottiene: 

, C J i A ^ Polo, a.™-{0} 1(%U)] ' 
Le condizioni (16.10) si possono trasformare in condizioni del tipo (14.5)4. Infatti, as­
sumendo nella (14.7)/,: 

F=Vh inAk, Y=-^—- [Vhdx s u A ^ e 
mis a A J 

A 

-misA2lv
hdx + misA1 lvhdx 

$=(-Dk Al . , . 1A
 M suA, 

mis A' mis a A 
le (14.6)* sono verificate VA ^ 1 e k = 1,2. 

Le (14.8)* permettono di determinare Wk>h + 2m E HX (Ak) tale che 

ivhdx 
{{Wk,h + 2m Uk)) = (yh jjk) A__^ \ukdx~ 

mis<M J 

-mìsA2 ÏVbdx-\-misA1 ivbdx 

~(-Dk ^-r-À . „ , Al lukdx, VU^HMk), VA^l, £ = 1 , 2 . 
mis A' mis d4 J 
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Segue che le condizioni (16.10), dovendo valere per ogni {U1 ,U2} e X(A), possono 
così riscriversi: 

(16.11) ((TFu + 2w ,U1))1 + ((1F2^ + 2w ,U2))2 = 0, A = l , . . . , « . 

Ciò consente di applicare il metodo sviluppato nella sezione 14 per il calcolo (per 

eccesso) di r„ = sup _. . 
xn(A)-{o} LlH, <U)\ 

17. IL CASO NON AUTOAGGIUNTO 

Considereremo ora il problema 

( 17.1 ) Ua^x) UxVXj + bfyc) UxV+c(x) UV+ rUV]dx = JF(X) V(X) dx, 
A A 

UeHM), F E L 2 ( A ) , V V e H i W ) ; 

7 è una costante. Supponiamo inoltre che sia c{x) ^ 0, Vx e A. 
In base alle considerazioni svolte nella sezione precedente, supponendo che A sia 

bi-lipschitzianamente omeomorfo ad un campo sferico, oppure, più in generale, che ve­
rifichi le ipotesi enunciate nella sezione 14, ed attribuendo a G il significato di operato­
re di Green del problema (16.5), riterremo acquisito il seguente Teorema: 

o 

17.1. Esistono una successione di operatori {§„} di L2 (A) in Hx (A) (2) e due successio­
ni infinitesime di numeri positivi {en}, {rjn} tali che \\G — §n\\ < en; \ G — §„[ < t]n. Gli 
operatori §n ed i numeri sn ed rj„ sono esplicitamente calcolabili. 

E immediato dimostrare il seguente Teorema: 

17.2. Condizione necessaria e sufficiente perché U sia soluzione del problema (17.1) 
è che, posto E = b^x) d/dx; si abbia 

(17.2) U = G$ 

(17.3) $ + EG$ + yGQ = F, §<=L2(A) 

essendo G l'operatore di Green del problema (17.1) nel caso b;(x) = 0 ( /= 1, ...,r), 

•y = 0. 

Pertanto lo studio di (17.1) è equivalente a quello dell'equazione (17.3). Assunto 
arbitrariamente A ^ 0, possiamo scrivere la (17.3) al modo seguente: 

(17.4) $ = $ - A(<2> + EG0 + yGQ) + XF, $eL2(A). 

Posto R$ = $ + EG$ + yG$ e SÀ$ = <P - AR<P + XF, si ha che Sx$ - Sx Y = 
= (I - ÀR)(<P - Y), denotando con I l'operatore identità in L2 (A). Sussiste il seguente 
Teorema: 

17.3. Può determinarsi una costante y0 ^ 0 tale che, per ogni y ^ Yo> fissato s0, 
0 < e0 < 1, risulti (M,§) ^ e0 W > V$eL2(A). 

(2) Cioè, secondo la teoria generale, di S in H. 
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Si ha, con la posizione (17.2), che 

(17.5) (R<2> - s0$,$) = J[( l - e0)$
2 + btM$UXi + yatJ{x) UxVXj + yc(x) U2]dx. 

A 

E elementare verificare che può esplicitamente calcolarsi y0 ^ 0 tale che, per y ^ y0,la 
forma quadratica nelle {r + 2) variabili: @,UXl,..., UXr, U, sotto segno di integrale a se­
condo membro di (17.5), sia semidefinita positiva. Infatti, dall'essere aij{x)XiXj^ 
^poÀjXj, XEA, segue che 

{M - s0$y$) > | [ (1 - e0)$
2 + b;(x)$UXi + 7A)U*A + r ' M U2]dx 

e, con calcoli semplici, segue che quest'ultima forma quadratica sotto segno di integrale 
è semidefinita positiva se e solo se risulta 

0<£ 0 <1 e T^-nV rMaxttM*)]2 . 

1 r 

Può quindi assumersi y0 = —— Max 2 \bi M ] 2 . 

4p0(l - e 0 ) <* ' = 1 

17.4. & « assume 0 < s0 < 1, y ^ y0 e 

2£o 
0 < A< 

||7 + EG + rG||2 

la trasformazione 5A è #«# contrazione dello spazio L2(A) in sé. 

Poniamo Ç = <Z> - F, # , F e L 2 ( / 4 ) . Si ha, per il Teorema 17.4, che 

| ^ # - 5 A ^ | | 2 = ||(I-AR)C||2 = ||C||2-2A(JRCO + A2 | |RCÌ|2^(l-2£oA + A2||R||2)||^|2 

e quindi la tesi. 
Risulta 

l.p.,2 INI2 (R*RC,0 
l |RH SUP ^ T = SUP HHI2 • 

L2(A)-{O} iKlr L2w-{o} ||qr 
L'operatore R* trasposto di R trasforma L2{A) in sé. Pertanto il calcolo di ||R||2 si ri­
conduce al calcolo del più grande autovalore dell'operatore R*R, simmetrico e positi­
vo nello spazio L2(A). 

D'ora in avanti assumeremo i parametri A, s0 e y verificanti le ipotesi del Teorema 
17.4. Posto KX = I- AR, risulta Sx$ = Kx$ + XF e ||XA|| < 1. L'equazione (17.4) si ri­
scrive in forma equivalente: 
(17.6) $ = KX$ + XF. 

Per il principio di contrazione (cfr. [40]) l'equazione (17.6) ammette una e una sola solu­
zione <P e L2 04). Essa è data da 

(17.7) $ = Xl(Kx)
hF. 

h = o 

È immediato dimostrare che 
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17.5. Risulta 

Dai Teoremi 17.2 e 17.4 segue che 

17.6. Se y ^ 7o il problema (17.1) ammette una e una sola soluzione U. Essa è data da 
U = G<2>, con G operatore di Green del problema (17.1), assumendo b;(x) = y = 0 e $ data 
da (17.7). 

Dai Teoremi 17.1 e 17.5 segue immediatamente che 

17.7. Risulta, per ogni s ^ 1, 

IIS,*-G*|I< ì^jIlFH. IISs*-©P||H< J ^ I J M -

Posto Rn = I + E§n + y§n e KXn = I - XR„ dal Teorema 17.1 segue che 

l l /2 

|1R - Rn\\ ^ r\\G ~ &II + M | G - & I < Sn dove M = Max 2 [6/W]2 

e 4 = y£„ + Mrç„. La successione 8„ è esplicitamente calcolabile. 
Risulta, quindi, 

(17.8) \\K1-KK„\\ = X\\R-R„\\<XS„ 

e 

(17.9) J i r n J K - K j | = 0. 

È facile vedere che non può essere ||XA|| = 0. Per n sufficientemente grande si ha che 
0 < \\KXJ\ - A4 < | |Xj < ||KAJ| + A4. Il calcolo di | |Kj equivale, quindi, al calcolo 
del più grande autovalore dell'operatore di L2(A): (I — XRJ^il — AJR^), simmetrico e 
positivo. 

17.8. Sia n ^n0, con n0 opportunamente grande. Posto 
00 

(17.10) §H = X2(KXJF 
h = o 

sia 

AK-KK„\\ 
"" (1 - ||KJ)(1 - \\KKr\\) • 

Risulta 

(nu) 11$ - <P,N ««W/ 
e 

(17.12) lim ocn = 0. 
n —> oo 
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Per ogni h ^ 1 risulta 

(K,J - (K,)h = hÏL{KKJ{KKn - K,)(K,f " !-'" 

da cui segue che 

\\(KKJ- (K,f || ̂  \\KK„ - K,\\ \\KJ - ' ï ( i f e J Y - ||fr,. - 5JI " ^ " l^-'f . 
*' = o\ ||KA|| / ||KA||-||KA>ff|| 

Sia # o ^ l t a l e ^ e , per n ^ n0, risulti ||-KA,«II < 1. Si ottiene, quindi, 

cioè la (17.11). Dalla (17.9) segue la (17.12). 
Per (17.8) e (17.9) è possibile costruire esplicitamente una successione infinitesi­

ma {ocn} tale che risulti <z„ ^ anVn ^ n0. Ciò rende del tutto esplicita la maggiorazione 
dell'errore di approssimazione (17.11). 

17.9. Fissati n ^ 1, m ^ 0 sia 
m 

(17.13) $n>m = A 2 (K,JF. 

AiKjr1 A=0 

Porto (i„m= — UT;—rr, m ^ 0, fissato «3= n0, con n0 sufficientemente grande, 
risulta ' l ~ ' ^ " H 

(17-14) ¥n-*nJ<KJF\\ 
e 

(17.15) l i m f t w = 0. 

Si ha ||<P„ - <P„J| = A Ì ( K ^ F ^X\\F\\ f ' | | K j | * . Se «0 è tale che 
h=m+1 è = ;» + 1 

| | K J | < 1, per n > n0, si ha: E \KJh = K] ' •• e lim | |K j [ " + * = 0 cioè 
la (17.14) e la (17.15). 4 = " + 1 * " I M 

Dai Teoremi 17.8 e 17.9 e dalla diseguaglianza (17.8) si deduce il seguente fonda­
mentale Teorema: 

17.10. Esiste una successione {Snm} tale che, per m ^ 0 e n^- n0, con n0 sufficiente­
mente grande, risulta 

La successione 4,w è esplicitamente calcolabile. 

Dai Teoremi 17.10 e 17.7 si ottiene il seguente: 

17.11. Sia U = TF (r operatore di Green) la soluzione del problema (17.1), 
con y ^ YQ. Fissati s ^ 1, m ^ 0, n ^ n0, con n0 opportunamente grande, è possibile 
costruire una successione di operatori {rs>n>m } di L2(A) in H1(A) e due successioni 



\\TF - r,n,mF\\ =S \\G - g j ||$|| + ||g,|| ||<2»' - $ „ + II§,K„ I|F||. 
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R»,«} e {y]s,n,m} tali che \\TF - FStnt„F\\ < eStn>m\\F\\, \\TF - rs>n>mF\\H < ^ , J | F | | ; 
lim £s „ m = 0, lim rìsnm = 0. 

Si ha, infatti, 

(17.16) rSt„tmF = §s$Htm \fn&l, m&O, s&l 

con la successione {$„ m} cL2(A) definita in (17.13) e gli operatori {§s}> di L2(A) in 
o ' 

Hi(A)9 costruiti nelle sezioni 9 e 16 (cfr. Teorema 17.1). Dal Teorema 17.2 risulta 
U = G$ con $ definita in (17.7). Quindi, tenendo presente la (17.16), i Teoremi 17.1, 
17.5 e 17.10: 

\ Il calcolo di ||gj|| si riconduce al calcolo del primo autovalore del PCO g5 di L2 (A), 
còsa che è possibile fare applicando a §s il metodo degli Invarianti Ortogonali. 

| Analogamente si ottiene: ||TF - rs^mF\\H < [Aij,./(1 - ||Kj) + | g , | $H,m] \\F\\. 
\ Ragionando come nella sezione 16 si dimostra che è sempre possibile determinare 

una costante C > 0, che dipende da A, tale che | g , | ^ C||g,||1/2. Ciò rende del tutto 
esplicita anche quest'ultima maggiorazione. 

18. COSTRUZIONE DELLA SOLUZIONE DI (17.1) PER ALTRI VALORI DI y 

Abbiamo visto nella sezione precedente che, nell'ipotesi che sia 7 ^ y0 > A problema 
(17.1) ammette una e una sola soluzione che è possibile costruire esplicitamente (cfr. 
Teorema 17.11). In questa sezione faremo vedere che ciò è possibile anche per altri 
valori del parametro 7. 

Riscriviamo il problema (17.1) in modo equivalente: 

(18.1) Ua,j(x) UXiVXj + bi(x) UXiV + c(x) UV +YoUV- aUV]dx = J>(x) V(x)dx, 
A A 

UeHiiA), FeL2(A), W e H ^ ) , 
avendo posto cr = y0 — 7. 

Per il Teorema 17.6 esiste una e una sola soluzione U GHX (A) del seguente 
problema: 

1(18.2) Ua^x) UxVXj + *,.(*) UXiV + c(x) UV + y0UV}dx = J Y(x) V(x)dx, 
A A 

o 

W G Hi (A), data F G L2 04). Sia 17 = FY. Per la teoria sviluppata nella sezione 17 si 
può supporre che l'operatore di Green F sia esplicitamente calcolabile. 

Si dimostra immediatamente che: 

18.1. Se U è soluzione dell'equazione (18.1), posto Y = œU + F, la Y è soluzione 
in L2(A) dell'equazione 

(18.3) Y-crrY = F; 

r è l'operatore che fornisce la soluzione di (18.2). 
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Viceversa se Y è soluzione di (18.3), posto U = TY, la U è soluzione di 
(18.1). 

H problema (18.1) è dunque equivalente a determinare la soluzione in L2(A) del­
l'equazione (18.3). 

Sussiste il seguente ben noto Teorema (cfr. [41]): 

18.2. Se indichiamo con ra(r) il raggio spettrale della trasformazione T e poniamo 

(18.4) *o^ i A . c n , 

Vequazione (18.3) ammette una e una sola soluzione per ogni <r: |<r| < <J0. Tale soluzione 
è data da 

(18.5) Y = 2 ahrhF. 
h = o 

do è il raggio di convergenza della serie di potenze a secondo membro di (18.5). 

Come ovvia conseguenza del Teorema 18.2 si ha che se 7 è tale che y0
 — °o < T < 

< To + °o il problema (18.1) ammette una e una sola soluzione U. Essa è data da 

(18.6) u = rr, Y = 2(yo-r)hrbF. 
h = 0 

H raggio spettrale ra{r) è caratterizzato da 

(18.7) ra(D= lim \\Tk\\ì/k• 
k—» 00 

Dall'essere ||T*|| ^ | | r f (Vfc ^ 1) segue che ra(D ^ \\l\\. Quindi, dato che rv{rk) = 
= [rADf, si ha 

(18.8) rAD^\\rk\\1/k (Vk^ 1). 

Fissato « ^ 1 e posto 

FM = n2 <jhrhF 
h = 0 

è immediato verificare che la (18.3) è perfettamente equivalente alla seguente equa­
zione Y = (jnrnW + F{n), Y e L2 04), la quale ha, quindi, una e una sola soluzione per 
\<J\ < cr0. 

Sia | cr| < <T0. Per (18.7) e (18.8) esiste un indice v ̂  1 tale che: 

Consideriamo l'equazione 

(18.10) Y=avrvY + F{v) , YeL2(A). 

La soluzione Y è data da 
00 

(18.11) T= 2(<yvr^FM. 
h = 0 
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La soluzione del problema (18.3) può quindi scriversi nel modo seguente: 

(18.12) Y= Ì(avrv)*2(^F. 
v_ i t> = o k = o 

Posto Q!V) = S ( k | \\r\\)k, si ha che 
& = o 

(18.13) l|F (v)NC/v)-| |F||. 
Quindi per ¥ soluzione di (18.3), definita in (18.12), si ottiene 

(18-14) | W | ^ i . ^ I I H I IIFII-
1 ~ M ¥ Il 

Dal Teorema 17.11 segue che, comunque si fissi e > 0, è possibile costruire espli-
o 

citamente un operatore rs, di L2(A) in H1(A), tale che sia 
(18.15) | | r - r e | | < e . 

Ci serviremo del seguente risultato: 

18.3. Fissato z > 0, sia 

F ( v ) = 2 ahrkFm 

k = o 

Risulta 

(18.16) | |F ( v )-F£
( v ) | |<£a£ | |F| | , 

con 

a£= laflHkKUrJI + etf-1. 
k = o 

La quantità az è esplicitamente calcolabile. 
v - 1 

Si ha ||F(v) - F£
{v) || ^ ||F|| 2 ||(o-JT)* - (o-re)*||. Procedendo come nella dimostrazio-

k = o 
ne del Teorema 17.8 e tenendo conto della (18.15) si ottiene che ||r* - (re)

k\\ ^ \\r -
k 

- r£\\ S llrjp-irlf- 1 < ||r - rc||*(||rc|| + e)k~ l < €*(||r,|| + s)k~ ' da cui segue la 
/•= 1 

(18.16). 

Per (18.9) risulta |o-|v||Tv|| < 1. È quindi possibile determinare e > 0 sufficiente­
mente piccolo in modo che sia | o-1v |[Ẑ ^ 11 < 1. D'ora in avanti supporremo t scelto in tal 
modo. 

Sussiste il seguente Teorema: 

18.4. Sia W£ = £ (crvr£
v)*F£

(v). 

c^vdir.ii + e r -M^r 

Posto 

A i - M i r i +u-MMMI)(i-Mlhll) 
risulta {{Y — Ye\\ ^ s^£ ||JF||. La quantità fie è esplicitamente calcolabile. 
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Risulta 
00 00 

| | y - F,|| ^ \\FM -F £
W | | 2 hvr\f + ||FJV)|| 2 \\(*vnh - (avr:)h\\ 

b=0 h=0 

e, tenendo conto di (18.9), (18.13) e (18.16), 

llF~ 1̂1 ^ 1 TMILH + cffllF|| i ||(o*rf - vritl 
1 — I cr | | | J T II h = o 

Si ha (cfr. Teorema 18.3) che 

(18.17) | | r - n\\ ^ ||r - r£\\ v(||r,|| + sY ~ ' < e v(||r,|| + e r l 

e quindi ||r£
v|| - ev(||re|| + eY~ l < \\r\\ < \\rz\\ + èv(||ref| + eY~ 1 . Ciò rende la 

quantità ||JTV || esplicitamente calcolabile. 
Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 17.8, e tenendo conto della 

(18.17), si ha che 

^( i - | f f | » | | r1 l ) ( i -k l v l h l l ) ' 
H teorema è così completamente dimostrato. 

q 

Sia q ^ 1. Consideriamo la funzione Yea = 2 (o"vTv
ef F£

(v) . 
h = o 

18.5. Posto 

(kl1|r;||y + 1
r(v) 

ò ^ " ì - k|v||r£
v|| ^ 

râ#Zta | |Fe^ - F£|| ^ ££,JÌF|| e lim ££^ = 0. dSiq è esplicitamente calcolabile. 

Infatti si ha 
( l r r l v l l r v ì l W + 1 

l|y„-y.||< S(kl1|r;||)>||F<1l< V i iviUii 
* > < 7 1 ~~ M lK eli 

Dai Teoremi 18.4 e 18.5 si ottiene il seguente: 

18.6. E possibile determinare {a£>q } in modo che sia 

l |F-F£J<âJ|F|| e ?Hma„ = 0. 
£ - * 0 

Ciò consente la costruzione esplicita di YeL2(A), soluzione dell'equazione (18.3) 
e, insieme ai Teoremi 18.1 e 17.11, la costruzione della soluzione del problema 
(18.1). 

Posto LU = - \ftij(x) UX:]Xj + M*) UXi + c(x) U si consideri il problema 

LU + XU = F in A, 
WMÌ [ 1 7 - 0 » M l 

ovviamente nel senso delle distribuzioni (soluzione debole). 
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Dall'analisi condotta si trae che per À ̂  y0 l'unica soluzione del problema (18.18) 
è data in (17.2) con $ definita nello sviluppo in serie (17.7) assumendo A = y. 

Se è 7o — ^o < ^ < To si n a sempre una e una sola soluzione e, posto A = y0 — <J, 
essa è data da (18.6). In entrambi i casi abbiamo fatto vedere come si calcola la solu­
zione e si maggiora l'errore di approssimazione. 
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