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Analisi matematica. Un’osservazione sulla risolubilita formale delle equazioni
alle derivate parziali lineari a coefficienti costanti. Nota di GiuLiano Bratti, presenta-

ta(*) dal Socio G. Fichera.

AsstrRaCT. — A remark on formal solvability of P.D.E. with constant coefficients. Let s be a formal series
and p = p(D) = X 4,D* a partial differential operator, with constant coefficients. We say that s is a formal

solution of ps =0 if there exists fe C*(R") such that X[ f“(0)/4!1z? =5 and (p(D) f)?(0) =0,
q

VgeN" (z=(zy,...,2,)). We give a characterization of formal solvability of p in terms of extension, like
distributions, over all R” of the elements of the space {# € D' (R* — {0}): p(—=D)u = 0}.

Key worps: Formal solvability of P.D.E.; Distributions; Formal solutions.

Riassunto. — L’autore da una condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita formale degli
operatori differenziali a coefficienti costanti, lineari, p(D), in termini di prolungamento, come distribuzioni,
delle # e D' (R” — {0}), tali che p(=D)u = 0.

1) B: C*(R") > Clzl, z=(z1,...,%,), sia 'applicazione suriettiva definita
dalla

Bf) = ;(f@(o)/q!)zq ;
p =p(D) sia un operatore lineare a coefficienti costanti (complessi).

DeriNnizioNe 1. La s di Cliz] é soluzione formale dell’equazione p(s) = 0 se e solo se

esiste una f in C® (R") tale che B(f) =s e B(p(D) f) = 0.

Se §, ¢ lo spazio delle soluzioni formali della p(s) =0, ovviamente si ha
B(Ker (p(D))) S, .

DeriNizioNe 2. L'equazione p(s) = 0 si dice formalmente risolubile se e solo se si ba

(1) A(Ker (p(D))) =, .

M. Nacinovich [3] ha caratterizzato gli operatori p che realizzano la (1) in questo
modo: sia V(p) = [z in C”: p(z) = 0]; ebbene, la (1) & vera se e solo se

(2)  Ylc,m,A) in R’ 3(c',m') in R% tale che ogni ¢ in Clz] che soddista la
lg(z)| S c(1+ |z] )" e™  zin V(p) soddisfa anche la |¢(z)| = ¢’ (1+ |z| )",
z in V(p).

(*) Nella seduta del 13 novembre 1993.
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La (2) & conseguenza del teorema sulle suriezioni fra spazi di Frechét (1), nonché
del Th. 8.2 di[1, pag. 367], sul prolungamento di certe stime di crescenza per funzioni
intere sulle V(p) a tutto C”.

2) Questa (breve) Notza mette in luce un legame fra la risolubilita formale
(Def. 2) della p(s) = 0 ¢ la possibilita di prolungare, come distribuzioni su tutto R”,
ogni elemento di D/ (R” ~ (0)) = [« in D' (R" ~ (0)): p(—=D)u = 0](.

3) E sia una soluzione fondamentale di p(—D): p(—D)E = 8; sia Q(E) =
= [¢(D)E, Vg(z) in C[z1], e sia @ lo spazio definito da &z = (Q(D)E + D, (R")) c
cD; (R~ (0)).

@ & denso in D, (R” ~(0)): se la ¢ sta in C.* (R” ~ (0)) ed & ortogonale a @5
deve esser ¢ = p(D)¢ con ¢ in C.” (R”) /\ Ker(B), poiché ¢ & ortogonale a D, (R") ed
inoltre per ogni ¢(z) in Clz] si ha (¢(D)E, ¢) = 0.

Ora, C” (R" ~ (0)) & denso in Ker (8) e dunque ¢ = liingb,,, ¢,in C*° (R" ~ (0));
se la # sta in D, (R" ~ (0)) si ha

(u, p) = li;n(u, p(D)Y,) = h}jn(p( ~D)(v,u),¢,) =0,
non appena le v, stanno in C.” (R” ~ (0)) e sono eguali a 1 sul supporto delle ,,.

TeoreMA 1. Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

p1) Pequazione p(s) = 0 & formalmente risolubile, cioe: B(Ker (p(D))) = S5

p2) C” (R~ (0)) cp(D)(Ker (8)); ed inoltre: ogni elemento di D, (R" ~ (0)) ¢
prolungabile in D' (R");

p3) CZ(R"~(0)) cp(D)(Ker (B)); ed inoltre: ogni elemento della chiusura, in
D, (R" ~ (0)), di Q(E) ¢é prolungabile in D' (R").

DIMOSTRAZIONE. py) implica p,).

Tenendo presente la(!) la prima parte della p,) & ovvia.

Dimostriamo che: se la # = lim (¢;(D)E + 4;) di D, (R* ~ (0)) non ha prolunga-
J

mento in D' (R") si ha un assurdo.

Scelta la ¢ in C.* (R”) tale che ¢p(x) = 1se |x| = 1e p(x) = 0se |x| = 2, si ponga
o =p(—D)(gu) e u; = ¢(g;(D)E + b;), ove si intende che la u, sia prolungata sullo 0
come zero. Si ha: p(—=D)u,; =¢;(D)é+ 2, con 1 < |supp(},)| < 2.

SelafstainC* (R”) ela¢ diC.* (R” ~ (0)) & eguale a 1 sul supporto delle 2, si ha:
(o, £) = (o, (¢f)) = (p(=D)(gu), () = <]J'§11P( —D)u;, (¢f)), poiché (¢f) sta
in C° (R” ~ (0)); e dunque (uo, f) = lim{g;,(D)é + A;, (¢f)) = lim(%;, f), visto che
la (¢f) sta in Ker(B). / /

(1) Si noti che la (1) & equivalente alla p(D)(Ker (8)) = Ker(8) e che quest’ultima equivale al fatto che
lo spazio p(—D)E’ (R") + E' (0) sia chiuso in E’ (R”), dove E' (0) = [¢(D) ¢, ¥4(z) in C[z1]; di qui si ri-
cava che se ]iinp(—D)v,, +4,(D)8=p in E'(R"), per ogni z in V(p) si ha liinq,,(z) =0(z) che da
|4, @)] Sc(1+ |z]y" el ecc.

(3) ¢, & il trasposto di p: £,(D) = p(—D).



UN’OSSERVAZIONE SULLA RISOLUBILITA FORMALE DELLE EQUAZIONI ... 25

Cid dimostra che lim (p(—=D)u; —¢;(D)8) =p, in E'(R"); per la p1) si ha
o =p(—D)vo+ ¢o(D)3, che da: se A=[x in R": 0< |x| <1] e se « sta in
C>(A)

<u,a)=<u,p(D)f>=(H;nuf,p(D)f>=li;n<q/(D>3+/\/, f)=Awo, f) =
={(p(=D)vo+qo(D)8, f)={vo,a), p(D)f=a, fin Ker(8),

e quindi # = v, su C” (A), contro I'assunzione che la # non fosse prolungabile in
D' (R").
D2) implica ps): ovvio.
ps3) implica p).
Dimostriamo che p(—D)E' (R") + E'(0) & chiuso in E' (R”): in virta della(?), la

dimostrazione sara conclusa.
Si abbia lim p(=D)u, + g,(D) & = A inE'(R"); selagpstain C*(R” ~ (0)), perla

prima parte della p;) si puo scrivere ¢ = p(D)f, con f in Ker (8); si ha: lim(u,, p) =
= li{ln(p(—D)y,, +¢,(D)8, f)={(A, f); cid dimostra che la successione delle u, &

limitata nello spazio di Montel D’ (R” ~ (0)) e quindi si puo suppotre direttamente che
sia limu, =y con p(=D)po=2 in D’ (R" ~(0)), ciog mo+ li}qnq,, (D)E =y +

+u =2 X EsempreinD' (R" ~ (0)). Poiché lau & prolungabile in D' (R”) anche la
lo &; detto uy un suo prolungamento, risulta p(—D) o — A = ¢o (D).

OsservazionE 1. L'idea d’una connessione fra la risolubilita formale della p(s) = 0
e la possibilita di prolungare, come distribuzione su tutto R” gli elementi di
D,; (R" ~ (0)) nasce dall’ultima parte della dimostrazione precedente, nonché dal fatto
che per gli operatori iperbolici p, per i quali si ha facilmente p(D) (Ker (8)) = Ker (8), si
puo dimostrare [A. Kaneko, comunicazione personale] che ogni # in D, (R” ~ (0)) con
supp (#) cI'(p), [2, pag. 137], ha un prolungamento in D' (R").

Se p ¢ ipoellittico, dalla caratterizzazione delle V(p) di[2, pag. 99], e dalle (2) si de-
duce facilmente che p(D)(Ker(8)) & Ker(B); lo stesso risultato si raggiunge per il
tramite della p,) (o della p;)), notando che: p & d-ipoellittico, per qualche d 2 1, e che
se p(D)E=¢la ;(l/n!”‘i)D;’lE non & prolungabile in D' (R").
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