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Analisi matematica. — Un indice di Morse medio per misure invarianti rispetto al 
flusso lagrangiano. Nota di ALBERTO ABBONDANDOLO, presentata (*) dal Corrisp. A. 
Ambrosetti. 

ABSTRACT. — A mean Morse index for invariant measures of the Lagrangian flow. We deal with au­
tonomous and periodic Lagrangian systems on manifolds and we introduce a mean index for invariant mea­
sures, which generalizes the mean index for periodic solutions. If the configuration space is a compact 
manifold with finite foundamental group, we prove that the set of mean indexes of periodic orbits is dense 
in R + . If the system is periodic, we see that there exist particular sequences of periodic orbits which con­
verge to invariant measures with a fixed mean index. 

KEY WORDS: Hamiltonian systems; Invariant measures; Periodic solutions; Morse Theory. 

RIASSUNTO. — Trattiamo sistemi lagrangiani su varietà, sia autonomi che periodici, e introduciamo un 
indice di Morse medio per misure invarianti, che generalizza l'indice medio delle orbite periodiche. Dimo­
striamo che, se lo spazio delle configurazioni è una varietà compatta con gruppo fondamentale finito, gli in­
dici medi delle orbite periodiche sono densi in R +. Per sistemi periodici, deduciamo l'esistenza di particola­
ri successioni di orbite chiuse, che convergono a misure invarianti di indice medio fissato. 

INTRODUZIONE 

In questa Nota riassumiamo alcuni dei risultati ottenuti durante una ricerca sul 
comportamento di sistemi lagrangiani su varietà, ricerca condotta principalmente me­
diante tecniche di Teoria di Morse. 

E molto naturale, in quest'ambito, definire l'indice medio di un'orbita T-periodi-
ca: si considera il suo indice di Morse come soluzione £T-periodica e se ne calcola la 
media al tendere di k all'infinito. Si vedano, ad esempio, [1,3] per alcune applicazioni 
di questa costruzione. 

Si deve ad Ekeland [3, Capitolo 1] l'idea di sfruttare il Teorema ergodico subadditi­
vo di Kingman per estendere l'indice medio a traiettorie non periodiche: qua seguiamo 
questa linea e definiamo l'indice medio per misure di probabilità a supporto compatto, 
invarianti per l'azione del flusso lagrangiano. Trattiamo separatamente il caso autono­
mo da quello periodico, nei paragrafi 1 e 2, rispettivamente. 

La speranza è quella di legare questa quantità al più geometrico numero di rotazio­
ne delle misure invarianti, come definito, per esempio, da Ruelle in [5]: l'indice di Mor­
se medio può essere calcolato più facilmente, usando metodi topologici di ricerca di 
punti critici, e in particolar modo la Teoria di Morse. 

Ad esempio, se la varietà delle configurazioni è compatta e ha gruppo fondamentale 
finito, possiamo mostrare che gli indici medi delle orbite periodiche sono densi 
in R+ : dimostreremo completamente questo fatto nel paragrafo 3. Nel caso di 
sistemi periodici, ciò implica la presenza di successioni di orbite chiuse di periodo 

(*) Nella seduta del 12 marzo 1994. 
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divergente e indice medio convergente, che tendono, in un senso opportuno, 

a nuovi insiemi invarianti, come faremo vedere nell'ultimo paragrafo. 

1. SISTEMI AUTONOMI 

Sia (M,( )), varietà riemanniana di dimensione d, il nostro spazio delle configura­

zioni. TM sarà il relativo spazio delle fasi; indichiamo gli elementi di TM come coppie 

(q,p), q G M , p eTqM. Consideriamo Lagrangiane £: TM^R della forma: 

(1) £(q,p) = (l/2)(p,p)-V(q) 

dove V: M »-> R è un potenziale regolare. Le equazioni di Eulero-Lagrange si scrivono 
allora come: 

(2) Viq + V'(q) = 0 

dove V/ indica la derivazione covariante di Levi-Civita lungo q e V è il gradiente di V. 

Supporremo sempre che il flusso relativo a questo sistema sia completo, cioè che le so­

luzioni esistano su tutto R (questo fatto è automatico nel caso M sia compatta, non lo è 

altrimenti). 

Il problema è variazionale: le soluzioni di (2) sono estremali del funzionale 

azione: 

T 

ET{x) = (l/T) \£(x(t),x(t))dt 

o 

definito su spazi opportuni, a seconda delle condizioni ai limiti che si vogliano imporre. 

In particolare, le soluzioni T-periodiche di (2) sono punti critici di ET sulla varietà hil-

bertiana Al{M, T) = {x e Hioc (R; M) \x(t + T) = x{t) Mt e R} il cui spazio tangente 

può essere espresso come TXA1 (M, T) = {v G H^iR; TM) \nov = x, v(t + T) = 

= v(t)\fteR} dove TZ\ TM^M è la proiezione canonica. 

Le soluzioni di (2) tali che x(0) = x0 e x(T) = xx sono punti critici di ET sulla varietà 

h i l be r t i anaû^M, T;x0,x1) = { X G H ^ O , T]; M)\X(0) = x0,x(T) = xx } il cui spazio 

tangente è: 

TxQ
l{M, T;x0,Xl) = {veHì([0, T]; TM) \nov = x} . 

Il differenziale secondo di ET in un punto critico x G A1 (M, T) (rispettivamente in un 

punto critico XGQ1{M, T;X0,XI)) è dato dalla forma quadratica: 

T 

d2ET(x)[v, v] = ( 1/T) | [ ( V ^ , Vtv) -K(x, v)((v, v)(x, x) - (v, x)2 ) - (V" (x)v, v)]dt 

0 

sullo spazio TXA1(M, T) (rispettivamente TxQ
1{My T; x0, x1 )). K(v, w) indica la cur­

vatura sezionale del piano generato da v e w. 

Definiamo l'indice di Morse mA(x, T) (rispettivamente mQ(x,T)) come la dimen­

sione dell'autospazio negativo della forma quadratica d2ET(x) sullo spazio TxA
l (M, T) 

(rispettivamente TXQ1 (M, T;x0yXi)): è facile verificare che mA (x, T) e mQ (X, T) sono 

entrambi finiti. 
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Indichiamo con & la a-algebra di Borei di TM e con 3Jl(TM) lo spazio delle 

misure di probabilità su (TM, <$). 

Consideriamo il flusso TM X R 3 (z, t) *->$t(z) e TM relativo al sistema (2). 

6(TM, $) sarà il sottoinsieme di 9ìl(TM) delle misure di probabilità [i con supporto 

compatto e ^-invarianti: se A e $ , (x($t(A)) = (x(A) per ogni / e R. 

Se fx E 6(TM, $ ) , il suo supporto è un compatto invariante per il flusso lagrangiano. 

Viceversa, dato un compatto A e TM invariante per $, è possibile trovare una misura 

invariante (JL e 6(TM, $) avente supporto contenuto in A. In generale, questa misura 

non è univocamente determinata. 

Sia Zo — (<2o,Po) e TM; sia x(t) = Tco$t(z0) la soluzione del sistema lagrangiano, 

che parte da q0 con velocitalo. Sia s > 0; definiamo is (z0 ) come l'indice di Morse di x 

come punto critico di Es sulla varietà Ql (M, s; x(0), x(s)): is(z0) =MQ(X,S). 

PROPOSIZIONE 1. Valgono le seguenti proprietà: 

(a) is\ TMi->R è inferiormente semicontinua (in particolare è misurabile rispetto 

alla d-algebra di Borei). 

(b) is ^ 0 ed è limitata sui compatti di TM. 

(e) is ^ ir se s ^ r. 

(d) is + r ^ is + ir o $s + d, dove d è la dimensione di M. 

(e) Se z0è un punto T-periodico e x(t) = n o $>t (z0 ) è l'orbita periodica associata, ri­

sulta iT (z0 ) ^ mA (x, T) ^ iT (zo ) + d. 

Vorremmo vedere che, in qualche senso, esiste il limite: 

, . ìS{ZQ) 
lim . 

S -* + ce S 

Grazie alla proprietà (e) è sufficiente studiare il limite: 

lim — 
n —» + oo n 

dove n varia tra i naturali. 

Sfruttando le proprietà (b) e (d), è possibile applicare il Teorema ergodico subaddi­

tivo di Kingman (si vedano [4] e, per una dimostrazione più breve, [2]) e dimostriamo il 

seguente: 

TEOREMA 2. Sia [x e 6(TM, $); allora esiste una funzione ^-invariante i e Ll(TM, (j.) 

tale che: 

(1) (in jn) —» i \L - quasi ovunque e in L 1 (TM, [x). 

(2) \id(j.= Km (\jn)\ind[x. 

Il Teorema 2 può essere applicato in due modi diversi, che riflettono due differenti 

approcci ai sistemi dinamici. 

Nel primo approccio oggetto di osservazione sono le singole traiettorie: supponia­

mo che un certo livello energetico Uf,c TM sia compatto; allora la misura di Liouville su 
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Sh, che indichiamo con jxSh, appartiene a 6(TM, $); il Teorema 2 ci dice che per [xSh-

quasi ogni z0 e ^ è ben definita una quantità /(z0), che chiamiamo /W/re wedf/b della 

traiettoria che parte da z0. Dunque quasi ogni traiettoria, e non solo le periodiche, pos­

siede un indice medio: se M = Rn e V è convesso, z coincide con l'indice medio I defi­

nito da Ekeland in [3]. 

Se guardiamo invece insiemi invarianti più generali, o meglio le misure invarianti as­

sociate, possiamo usare il Teorema 2 per dare la seguente definizione: 

DEFINIZIONE 1. Vindice medio di una misura [x E (9(TM, $) è definito come: 

T([à) = zd(x = lim (ì/n) \in dp . 

OSSERVAZIONE 1. La definizione 1 acquista un significato maggiore quando l'insie­

me invariante è minimale, o, in altre parole, quando [x G 6(TM, §) è una misura er­

godica rispetto a $: se A G $ è un insieme ^-invariante, /x(v4) = 0 oppure (x(A) = 1. Al­

lora la funzione / è necessariamente costante fx-quasi ovunque, dunque: 

:(/x) = id[x = i{z) per (x - q.o. 2 G TM . 

ESEMPIO 1. Sia z: R •-> TM una soluzione T-periodica di (2) e sia x = noz\ R »->M 

l'orbita corrispondente nello spazio delle configurazioni. A z possiamo associare la mi­

sura ^-invariante così definita: 

T 

([xy?) = (l/T)j?(z(t))dt 
0 

per ogni <p continua e limitata su TM. E immediato verificare che [x e 6(TM, $) e che in 

più (x è ergodica, perciò: 

T((X) = i(z0 ) per [x - q.o. z0 G TM . 

Inoltre, poiché i è ^-invariante, I(ZQ) = T([X) per tutti i puntiz0 che appartengono al­

l'orbita. D'altra parte, per la proprietà (e) delle funzioni in\ 

~ • mQ(x9s) mQ(x,kT) mA{x,kT) 
i(z0 ) = lim = km — = lim — . 

S^+<X> S k^+<*> kl k^+oc fol 

La quantità a destra è l'indice medio (o twisting number) di una soluzione periodi­

ca, come definito in [1] oppure in [3]. Dunque l'indice medio che abbiamo definito per 

le misure invarianti generalizza quello classico per le orbite periodiche. 

Ricordiamo che la topologia debole delle misure è la topologia più debole tra quelle 

che rendono continua l'integrazione delle funzioni continue e limitate. È utile la se­

guente proprietà di continuità dell'indice medio rispetto a questa topologia: 

TEOREMA 3. Siano \xn G 6(TM, <P) misure invarianti aventi supporto contenuto in un 

compatto A e TM; se [xn —> [x œ nella topologia debole delle misure, allora [x «, G @{TMy <2>) 

e T([Xn)-^T([XQ0 ). 

OSSERVAZIONE 2. I risultati di questo paragrafo valgono anche per Lagrangiane più 
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generali di quella scelta da noi. Tutto quello che serve è la completezza del flusso e la 
possibilità di definire un indice di Morse per le traiettorie che soddisfi le proprietà elen­
cate nella Proposizione 1. 

2. SISTEMI PERIODICI 

Supponiamo ora che il potenziale V dipenda anche dal tempo, e che sia T0-periodi-
co: V(q, t + TQ) = V(q, t) per ogni t E R. Studiamo quindi il problema: 

(3) Vtq + V'(q,t) = 0. 

In questo caso è conveniente vedere il sistema (3) come un sistema dinamico di­
screto: se $t(z) risolve (3) con la condizione iniziale &0(z) = z, poniamo Y = $TQ. Per 
la periodicità della Lagrangiana, $„TQ = Yn. 

Indichiamo questa volta con 6(TM, Y) il sottoinsieme di 9ìl(TM) costituito dalle 
misure di probabilità F-invarianti e con supporto compatto. 

ESEMPIO 2. In questo caso ad una orbita di periodo minimale kT0 ,keN,è associa­
to un insieme F-invariante costituito da k punti {z0, Y(z0 ), ..., Yk ~ 1 (zo )}• Questo in­
sieme è il supporto della misura (JL e 6(TM, Y): 

. k-i 

lx= T 72J $Yh(z0) 

dove Sz è la misura di Dirac concentrata in z. 
A questo punto si definisce is come in precedenza, ma solo per s = nT0,n e N. Pos­

siamo riscrivere la Proposizione 1 come: 

PROPOSIZIONE 4. Valgono le seguenti proprietà: 

{a ) inr0 : TM •-» R è inferiormente semicontinua {in particolare è misurabile rispetto 
alla d-algebra di Borei). 

(b) ì„T0^ 0 ed è limitata sui compatti di TM. 

fc) 4 T 0 ^ W0 se n^m. 

(d) i(n + m)T0 ^ i»To + W0 °Yn + d, dove d è la dimensione di M. 

(e) Se z0 è un punto kTaperiodico e x(t) = no§t(zo) è l'orbita periodica associata, 
risulta ikTo (z0 ) ^ mA (x, kT0 ) ^ ikTo (z0 ) +d. 

L'equivalente del Teorema 2 è invece: 

TEOREMA 5. Sia [x e 6(TM, Y), allora esiste una funzione Y-invariante i e L1 (TM, p) 
tale che: 

(1) (lnT0/(nT0)) —>i [x - quasi ovunque e in L1(TM,[x). 

(2) \tdfx= lim ( l / (» r 0 ) ) J i„TdfjL. 
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Il Teorema 5 ci permette di definire l'indice medio per una misura F-invariante: 

DEFINIZIONE 2. Vindice medio di una misura \x e 6(TMy Y) è definito come: 

T([X) = \idfx = n}^<x (1/(»T0)) J i„Tod[x . 

Se ad una soluzione £T0-periodica associamo una misura ^F-invariante, come nel­
l'Esempio 2, il suo indice medio coincide con l'indice medio classico (si confronti l'E­
sempio 1). 

Infine il Teorema 3 diventa: 

TEOREMA 6. Siano (xne 6(TM, Y) misure Y-invarianti aventi supporto contenuto in un 
compatto A e TM; se [xn —» [x œ nella topologia debole delle misure, allora [x œ e 0( TM, Y) e 
r([xn) - > T ( ^ 0 0 ). 

3. UN RISULTATO DI DENSITà 

In questo paragrafo considereremo sia sistemi autonomi che sistemi periodici: T0 sa­
rà un numero positivo arbitrario nel primo caso, sarà il periodo di V(q, •) nel secon­
do. 

Dimostriamo il seguente fatto: 

TEOREMA 7. Supponiamo che la varietà delle configurazioni M sia compatta e abbia 
gruppo fondamentale finito. Allora Vinsieme degli indici medi delle orbite chiuse di periodo 
multiplo di T0 è denso nella semiretta reale positiva R+ . 

Per la dimostrazione faremo uso del seguente risultato di Teoria di Morse: 

TEOREMA 8. Sia A una varietà hilbertiana completa e siaf: A «-» R una funzione di classe 
C2, limitata inferiormente, che soddisfa la condizione di Palais-Smale e tale che il differenzia­
le secondo in ogni punto critico sia un operatore di Fredholm. 

Sia F un campo qualsiasi e supponiamo che Hq{A,F) ^ 0. Poniamo: Vq = {A e A\ 
iq (Hq {A)) ^ 0} dove iq è Vapplicazione indotta dall'inclusione i:A<-*A. 

Allora è ben definito il numero reale: 

cq = inf sup f(x) 

ed esiste x, punto critico dif, tale chef(x) = cqem(x) ^ q ^ m* (x) (mem* indicano Vindi­
ce di Morse, rispettivamente stretto e largo, di x). 

Grazie alla compattezza di M possiamo applicare il Teorema 8 al funzionale azione 
ET sulla varietà A1 (M, T). 

Consideriamo inizialmente il caso in cui M è semplicemente connessa. Siano a e £ nu­
meri positivi fissati. 
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Sia an l'indice delP/?-esimo numero di Betti di A1 (M, T) diverso da zero. Essendo M 
compatta e semplicemente connessa, esistono infiniti numeri di Betti di A1 (M, T) diver­
si da zero (si veda [6]). 

{an } è una successione strettamente crescente di naturali: se k è un numero positivo, 
è facile vedere che Tinsieme Tk = {an/(hT0)\n,h eNyh ^ k } è denso in R + . Possiamo 
dunque trovare a„ e h tali che: 

(4) | a - ^ / ( A T 0 ) | < e / 2 , 

(5) d/(hT0)<e/2. 

Sia T = hT0; per il Teorema 8 esiste x sA1(My T) punto critico di ET tale che: 

(6) mA (x, T) ^ aji ^ wjc (x, T) . 

Se x è una soluzione T-periodica del sistema (3) e T è il suo indice medio, vale la se­
guente stima (si vedati]): 

(7) mt (x, T) - d ^ TV ̂  mA (x, T) + d. 

Dalle formule (4), (5), (6) e (7) segue che |T - a\ < s. 
H Teorema è dunque dimostrato nel caso in cui M è semplicemente connessa. Se il 

gruppo fondamentale di M è finito, il suo rivestimento universale M è compatto: possia­
mo considerare il sistema sollevato su M ed ottenere, per quest'ultimo, la densità degli 
indici medi. Proiettando una soluzione periodica del sistema sollevato su M, si ottiene 
una soluzione periodica del sistema originale con lo stesso indice medio. Da qui la 
tesi. 

OSSERVAZIONE 3. Non è possibile eliminare completamente le ipotesi sulla topologia 
di M: se M ha curvatura sezionale negativa (in particolare, se è compatta, non può avere 
gruppo fondamentale finito) tutte le geodetiche chiuse hanno indice medio zero (si veda 
l'espressione di d2ET(x) per V = 0). 

4. UN'APPLICAZIONE AL CASO N O N AUTONOMO 

Nel caso di un sistema T0-periodico, dal Teorema 8 possiamo dedurre l'esistenza di 
particolari successioni di subarmoniche. Assumiamo la seguente ipotesi di non degenera­
zione: 

(ND) Tutte le orbite chiuse del sistema (3) hanno periodo multiplo di T0. 

Vale allora il seguente: 

TEOREMA 9. Supponiamo che la varietà delle configurazioni M sia compatta e abbia grup­
po fondamentale finito. Supponiamo inoltre che il sistema (3) verifichi la condizione (ND). 
Sia a, un numero reale positivo che non sia indice medio di alcuna soluzione periodica. Allora 
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esiste una successione di orbite chiuse xn di periodo minimo Tn = kn T0 e indice medio r„ tale 
che: 

(A) Tn->+œ, 

(B) rn-*oc. 

Osserviamo che, in condizioni di genericità, il sistema non autonomo (3) ha al più un 
insieme numerabile di soluzioni periodiche: dunque a quasi tutti i numeri reali positivi oc è 
possibile applicare il Teorema 9. 

OSSERVAZIONE 4. E possibile dimostrare l'equivalente del Teorema 9 anche per si­
stemi autonomi: se a è un numero reale positivo che non sia indice medio di alcuna orbita 
chiusa, esiste una successione di soluzioni x„, di periodo T„ —> + o° e indice medio r„ —* 
—» oc (non si tratta necessariamente di subarmoniche). 

In questo caso, però, nulla impedisce che l'indice medio assuma tutti i valori reali po­
sitivi sulle orbite periodiche, e che dunque non esistano numeri reali oc a cui applicare il 
Teorema. 

Nel caso in cui M abbia curvatura sezionale positiva, è possibile localizzare la succes­
sione di orbite chiuse prevista dal Teorema 9, in termini della loro azione lagrangiana 
media: 

PROPOSIZIONE 10. Supponiamo soddisfatte tutte le ipotesi del Teorema 9. Inoltre M ab­
bia curvatura sezionale positiva. Allora la successione di orbite chiuse prevista dal Teorema 9 
è tale che: 

(C) ETn (xn ) è uniformemente limitata. 

Dalla stima (C) segue che le orbite xn sono tutte confinate entro un compatto dello 
spazio delle fasi TM. Siano [x„ e 0(TM, Y) le misure associate a xn come nell'Esem­
pio 2: si tratta di misure di probabilità con supporti contenuti in un medesimo compatto, 
e dunque, a meno di estrarre una sottosuccessione, convergono nella topologia debole 
delle misure ad una certa [x „ . Dal Teorema 6 segue allora: 

PROPOSIZIONE 11. Supponiamo soddisfatte tutte le ipotesi dei Teoremi 9 e 10. Allora la 
successione di orbite periodiche xn prevista dal Teorema 9 è tale che: 

(D) xn converge, nella topologia debole delle misure, ad una misura di probabilità Y-
invariante p «,, a supporto compatto, avente indice medio oc. 

Nonostante le misure [x„ siano tutte ergodiche rispetto a Yy non è possibile dire lo 
stesso della misura limite [j. x : non possiamo dunque escludere che [j. œ sia, ad esempio, 
una combinazione convessa di misure associate ad orbite periodiche. In questo caso non 
avremmo trovato un insieme invariante nuovo, ma solo l'unione di insiemi invarianti già 
conosciuti. Questa situazione è certamente possibile per alcuni valori di a, ma riteniamo, 
pur non potendolo dimostrare, che per la maggior parte dei valori di oc si trovino oggetti 
invarianti di tipo diverso. 
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