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Analisi funzionale. — Spazi BV e di Nikolskii e applicazioni al problema di Stefan.
Nota di ALerto FariNa, presentata (*) dal Socio E. Magenes.

AsstrRACT. — BV and Nikolskii spaces and applications to the Stefan problem. The aim of this Note is to
show some properties of BV and Nikolskii spaces that to my knowledge are not present in the literature in
their general form here presented; by this I mean the lack of separability, their being the dual of a separa-
ble-space, the convergence and the weak-star compactness in L. (0, T; N*(£2)) and finally their applica-
tions to the well-known two-phase Stefan problem.

Key worps: BV and Nikolskii spaces; Interpolation theory; Stefan problem.

Ruassunto. — Questa Notz & dedicata a meitere in evidenza alcune proprieta degli spazi BV(Q2) =
= N'(Q) delle funzioni a variazione limitata e degli spazi di Nikolskii N () = N*(Q) ed N*%(Q), (A e
€ (0, 1)), che non mi risulta siano gia state esposte nella forma generale qui enunciata, quali la non separabi-
lita, P'essere il duale di uno spazio di Banach separabile, la convergenza e la compattezza debole  in
Ly (0, T; N*(Q)) e le loro applicazioni al classico problema di Stefan bifase.

1. NOTAZIONI, DEFINIZIONI E OSSERVAZIONI PRELIMINARI

In tutta la Nota supporrd: Q aperto di RY, 1€ (0, 1], 0€[0,1],pell, + o],
gell, +»],0e R", ke Ny, X, e X, spazi di Banach con X; immerso con continuita
in X,(X; = Xp).

Dermnizione 1.1. Lo spazio N*(Q) ¢ definito da:

+h) -
#e LY (Q):py(u):= sup j | )1 “Ol g < 4o
beRNQ |b|
e 2V
(ove Q5 :={x e Q:dist (x, 32) > 6}).
Lo spazio N*(2) munito della norma ||«||y+ := ||#|.1 + p; (#) & uno spazio di

Banach. E ben noto (cfr. [7, Teor. IX.3]) che lo spazio N!(£) coincide con lo spazio
BV(Q) delle funzioni a variazione limitata.

DermNizioNE 1.2, Lo spazio N*°(Q) ¢ definito da:

ueN*(Q): I |u(x +h) —ulx)| dx =o(|h|*), |h]| > 0}.
21n)

Lo spazio N L0(Q) ¢ un sottospazio chiuso di N*(Q).

(*) Nella seduta del 3 novembre 1994.
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DerINIZIONE 1.3. Lo spazio My« (R, Xy ) delle funzioni debole * misurabili é definito
da: '

{u: 2 > X :VxeXy,(x,u): 2> R & misurable}
dove la notazione (:,*) indica la dualits fra X, ed X .

DeriNziONE 1.4. Lo spazio Liy+(2; X)) é definito da:
{u € My (2,X7): lu]x; e L7 (2)} .
Lo spazio L§y«(0, T; Xy ) é uno spazio di Banach (cfr., ad es.[11,15]).

Indichero con £(Xj, X;) lo spazio di Banach delle applicazioni lineari e continue
definite su X, ed a valori in X.

DermNizioNE 1.5. Uz aperto Q si chiama dominio di estensione per lo spazio N* se esi-
ste T e LIN*(Q), N*(RN)) tale che: T(u)| g = u, Yu € N*(Q). L'operatore T prende il

nome di operatore di prolungamento.

E noto (cfr. [4]) che gli aperti con la proprieta di cono sono domini di estensione
per N*. Se u & una funzione definita in Q indicherod con # il suo prolungamento a zero
in RV\Q. Indicherd con M ((R2, Bq), R) l'insieme delle misure regolari a valori in R

ed a variazione totale limitata definite sulla s-algebra 8, dei Boreliani di .

2. RISULTATI PRELIMINARI

Parte dei risultati saranno ottenuti usando la teoria dell'interpolazione fra spazi di
Banach. Per la definizione dell’'usuale spazio di interpolazione (X, X; )y, , si vedano, ad
es.[1,9]. La norma in questo spazio di Banach sara indicata con ||+, ,.

Inizio con il riportare una caratterizzazione degli spazi di interpolazione
(Xo,X1)1, » che & immediata conseguenza della loro definizione (cfr.[18]).

TeOREMA 2.1. A) Se u appartiene allo spazio (Xo, X1 ), « , allora esiste una successione
{u,} di elementi di X, tale che per ogni n € N,

o = a0,y < 20l w277, Nyl < 20l 2 277470

B) Se u € X, ed esistono una successione {u, } di elementi di X, ed una costante C
non negativa (indipendente da n) tale che per ogni n e N,

e =2, llx, < 277, lay [l < 277470,
allora ue (Xo,X1)1, » € #lls, » <3C +||u]x,.

C) Se ue (Xy,X1)s, =, allora esistono una successione {v,} di elementi di X, ed
una costante C > 0 (indipendente da u e da n) tali che per ogni n € N

n
U — Z U]'
j=0

loallx, < Cllulls, 277470, lollx, < Cllallz, 27

< Cllullz, 277,
Xo
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1l prossimo risultato segue da semplici considerazioni di teoria dell'interpolazione,
si veda ad es.[9, Prop. 3.2.8].

Lemma 2.1. La chiusura di X, in X, é lo spazio di interpolazione (Xy,X;)o 1.

Passo ora ad un risultato di carattere generale che non mi sembra noto. Esso si ispi-
ra al ben noto Teorema di Pettis (cfr.[11]).

TeoREMA 2.2. Siano X uno spazio normato separabile, u. una misura a valori in Ry .
Se u: Q > X' é una funzione debole * misurabile ed a valori essenzialmente separabili,
allora u & fortemente misurabile rispetto a .

DmvosTrAZIONE. Per ogni € R e x € X si definiscano gli insiemi A := {¢ e Q:
la(e)|lx <7}, A, := {# € Q: |{u(2); x)| < r}. Per definizione di norma in X" si ha che
A= ol le. Sia {x, },n un sottoinsieme numerabile e denso nella bolla unitaria

x||lx < .
B(1,0) di X. Dato x € B(1, 0) esiste una sottosuccessione {x,, } C {x, } tale che {x,, }
tende ad x debolmente. Ne consegue che N A, = nNA,‘”. Abbiamo cosi dimostra-

lxlx=<1
to che la funzione norma di u(¢) & misurabile rispetto a w. In modo analogo si ottiene
che la funzione zorma di (u(¢t) — x') & misurabile rispetto a u per ognix’e X'. Ora si
concluda come nel teorema di Pettis (cfr.[11]).

3. Gu spazt N*(Q) ep N»%(Q)

Inizio dando una dimostrazione esplicita della non separabilita degli spazi N*.
TeoreMa 3.1. Lo spazio N*(Q) non é separabile.

DimvosTrazioNE. Poiché Q ¢ aperto esistono x° = (x{, ..., x%) € 2 ed € > 0 tali

che:
N
Ro:=Jl (x*—e,x"+e)cc, dist(R,,002)>c¢.
Sia
A

G, 0):=4 t—a)
0 altrove ,

te(a;,x) +¢€),

dove x) —e<a;<x?, Wi =1, ..., N. Consideriamo la famiglia di funzioni:
N
ﬁ,a (x) =g —-AN-1) ‘HI gl,aj(xj)
;=

_ - 0 — 0 Coe
ove x = (X1, ...,xy), a = (a1, ...,an), %, + € —a;=x) te—a;, Vi, j=1,...,N.

N
Si ha che f; ,, € N*(Q). Infatti || £ [l = e "N~V [] (5 + & —a,).
i=1
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N

Siano }J<O, J?i:=(x1,...,x,-_1,xi+1,...,xN), R,'2= .l—[l (aj,x]-o+£), V: =
—_ 7=
- 1’ seey N. ]¢i
Se |h| <x?+ & —a;, non & particolarmente difficile dimostrare che

N
I | Ao (e + bes) — oo ()| dx = 2 N =D I (x? + & —a;)* |b|*.
RN o

Se |h| =x?+ & —a;, si ha facilmente

VA X

N
f |fi,a(x +be;) = fo0 ()| dx = 26 NV [ (x) + & —4;).

RN =t

N-1
Quindifl,a'geNl(Q) e pilfia) < 2Ng ~MN-1) H (x,-0 +e —af)l.

i=1

Si fissino @ = (a4, ...,an), b=1(by,...,by) tali che x?—e<a,<x?, x°—
—e<b<x),xlte—a=xte—a,x+e—b=x'+e—-b,Vi,j=1,.., N
e si ponga fy ., (x):=f, ,(x) = f; 4 (x), xe R", allora £, , 5|, € N*(Q).

Stimiamo p; (£, ,,5) in Q. Per la scelta fatta di 4, 5 possiamo limitarci al caso:
x)—e<a;<b;<x?, ¥;=1,... N. Posto b =a, — b, si ha:

R N
|foas@)| =1A.00)| =f.x), xelay,a—h)X% .Hz(aj,xjo+ €):=A;.
i=

Pertanto -
a—h

N
pa(foas) = |ay — by |_AJ J f,a (%) dxy dxy = f—A(N_l),l:[z (' +e—a)

Ry a1 /=
N
e quindi p;(f1,) Ze N V][ (x*+e—q)* 2 1.
j=2

A questo punto possiamo concludere la dimostrazione del teorema. Sia O, , :=
= {fe N Q):pi(f—f..) <1/2},0vea = (ay, ...,ay) e tale chex? — e <a; <x?,
Vi=1,..,N.

La famiglia di aperti {O; , } & non numerabile e due qualsiasi elementi di essa sono
disgiunti. Tutto cid permette di concludere che N*(£2) non ¢ separabile.

Ricordo ora un teorema di approssimazione per gli spazi N*. Si vedano in proposito

([21, I, 9] e [5, Teor. 11).

TeorREMA 3.2. A) Sia Q un dominio di estensione per lo spazio N*.

Se u € N*(8), allora esistono una successione {u, } di funzioni in C* () N W 1(Q)
ed una costante C non negativa (indipendente da n, u) tali che:

u= 2 u, inLY(RQ),
n=0

sl < Cpa(w) 27, |Dpay |l < Cpa ()27~ VneN,, Ve=1,...,N.
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n
Inoltre posto s, := 2, u; si ha, per ogni n € Ny, |lu —s,||L1 < Cp; () 27 s, lwrr <
=0
< Clluflgr277* -V,

B) Sia A # 1. Se u € L' () ed esistono una successione {u, } di funzioni in BV(R2)
ed una costante C non negativa (indipendente da n) tali che:

u= > u, inLY(Q);
n=0

luli<sC27*,  |Diayllus C27"*~Y,  VneN,, Vk=1,...,N,
allora uw e N*(R).

OsservazIONE 3.1. Per A = 1 la caratterizzazione appena enunciata non & in gene-
rale valida (nemmeno se Q2 & un dominio di estensione per BV). L’esempio 4 a pag. 10
di[2] fornisce un controesempio.

TeoreMa 3.3. A) Sia Q un aperto (qualsiasi) di RY. Allora: BV(Q) =
=(LY(R), W ()1, » con norme equivalents.

B) Siano A€ (0,1) ed Q un dominio di estensione per N*. Allora: N Q)=
= (LY(2), W-1(2)); » = (L' (), BV(R)); « con norme equivalenti.

DmvostraziONE. A) E immediata conseguenza del teorema 1.17 pag. 14 di[12] e
delle parti A) e B) del Teorema 2.1. B) E immediata conseguenza dei Teoremi 2.1
e3.2

TeEOREMA 3.4. Siano 1 # 1 ed Q un dominio di estensione per N*, allora: N*(Q) =
= (M((Q7 ﬂQ )) R); BV(Q))A, © .

DmvosTRAZIONE. Si osservi che L () € 9¢(0, M((, Bo), R), BV(R)), ovvero &
di classe 0 (rispetto alla coppia M((R,84), R), BV(R2)). Inoltre BV(Q)e
€ 3(1, M((2, Bo), R),BV(RQ)), owero & di classe 1 (rispetto alla coppia
M((2,B2), R),BV(RQ)). La tesi segue dal Teorema 3.3 applicando il teorema di
reiterazione (cfr. [9]).

1l successivo Teorema 3.5 afferma che gli spazi N* sono duali di spazi di Banach se-
parabili. Piti precisamente dimostrato che BV(Q) lo & per ogni aperto 2, e che N*(R)
lo & per domini di estensione, in particolare per aperti con la proprieta di cono.

Per quanto riguarda lo spazio BV questa proprieta mi sembra sia stata rilevata solo
nel caso di un aperto limitato di classe C%! (cfr.[23 e la bibliografia ivi citatal). Per
quanto riguarda gli spazi N* (4 e (0, 1)) questo risultato & noto per 2 = R¥ (cfr. [8,
pag. 172]). La dimostrazione qui data mi sembra diversa da quella esposta in[8]. La
tecnica usata in [8] consiste nello stabilire il risultato per uno spazio di funzioni armoni-
che definite in RN X R*, che & isomorfo ad N* (R¥ ). Piu precisamente in [8] si dimo-
stra che A(4, 1, ©) & il duale della chiusura di C,” (2) in A(—A4, », 1), dove A(B, p, q)
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sono spazi (di tipo Lipschitz) di funzioni armoniche definite in R¥ X R* | considerati
da Taibleson in[22]. Si ricordi ora che (cfr.[22, Teor. 4, pag. 421, e Teor. 11 pag.
444]) N*(RYN) ¢ isomorfo a A(A, 1, ©) e che A(—4, ®, 1) & uno spazio separabile.

Trorema 3.5. A) BV(Q) é il duale di uno spazio di Banach separabile. B) Siano A # 1
ed Q un dominio di estensione per N*, allora N*(Q) ¢ il duale di uno spazio di Banach
separabile.

DmvostrazIONE. A) Siano X:=[(Co(2))*!; con la norma | @ |, :=

= _max el d;

XO = {a; EX: (¢2) ceey (pN+1) € (Ccm (Q))N’ (pl = diV((pZ) seey ¢N+l)}
ed X§ la chiusura di X, in X. Lo spazio quoziente X/X¢ & uno spazio di Banach separa-
bile con la norma |I[$]I|X/X0 =inf{|| g — v |x:veXS}
Allora (X/X§) =X ¢* (ove «=» significa «isomorfo ed isometrico a») ed X§" &
Portogonale di X, owero X§* := {T e X' :(T,x,) =0, Vxoe X }. Si noti che:

N+1
(3.0) TeXS$" se e solo se J‘(p,'d(Ti) =0, VegeX§.
i=1
Consideriamo la mappa lineare L: BV(2) — X§* , ove L(«) := (m,, Dyu, ..., Dyu)
con m,(E):= Juafx, VEef,.

E
La mappa L & ben definita ed L(x) € X§", inoltre ILG)|lxs* = [l ]| svio-
Per concludere resta da provare la suriettivita di L. Ma per questo basta ricordare la
(3.0) e che una misura a variazione totale limitata le cui derivate prime nel senso delle
distribuzioni sono misure, & (si rappresenta con) una funzione di L.

B) Grazie alla prima parte di questa dimostrazione, al Teorema 3.4 ed al teore-
ma di rappresentazione di Riesz si ha N*(Q) = (M((2, Bg), R),BV(Q))A_OO =
=(C(R),(X/XE) N, w-

Si osservi che Cy(R2) <X/X§ dove 7 & la mappa iniettiva: @ — [(@, ..., 0)].

Inoltre Co(R)NX/X§=Co(2) & denso in X/X§; infatti, ~se
(@1, @2, ..., on+1)]1€X/XE si considerino le successioni {@; ,},en(/=
=1, ..., N+ 1) di funzioni in C,” () tali che ¢; , —> @, in Cy(£), allora: [ (¢, , —
- diV((Pz,m ¢3,n) v PN+ l,n)> 0) T 0)] - [((plx P25 -0y ¢N+l)] in X/XOC

Per il teorema di dualita (cfr.[1,9]) si ha che: N*(Q) = (X/X§, Co(R)) 11 =
=(Co(R), X/X§ )i, 1-

La tesi segue osservando che C, () & denso in (X/X§, Co(£2)); — ;. 1 (cfr. [9, Prop.
3.2.8]).

I prossimi risultati riguardano gli spazi N*°.

TEOREMA 3.6. Siano Q limitato di classe C*' e A # 1. Se ue N*°(2) NL"(Q),
allora 7w e N»°(RY). ‘
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DimosTrAZIONE. La dimostrazione ¢ immediata, osservando che y o € BV(RY).

COROLLARIO 3.6. Se Q ¢ limitato di classe C% ' lo spazio N»°(Q) N L™ () é separa-
bile (per la norma di N*).

DimostrazIONE. Segue dal Teorema 3.6 e dal fatto che N*°(RY) & separabile.

Nell'ultima parte di questa sezione mi occupo brevemente degli spazi
L+ (0, T; N*(R)). In particolare mi interessano la convergenza e la compattezza de-
bole *.

In tutto il resto della sezione Q sard un aperto che verifica le ipotesi del Teorema 3.5.

ProrosiZIONE 3.1. Lo spazio L« (0, T; N*(Q)) ¢ il duale di uno spazio di Banach
separabile.

DmvosTrAZIONE. E noto (cfr. [15]1) che L+ (0, T; Xg) = (L1(0, T; X,))" . La tesi
segue prendendo Xj = N* e ricordando il Teor. 3.5.

ProrosizionNE 3.2. Sia {u,} una successione di funzioni in Ly+(0, T; BV(R)).
Allora
u,—>u debole * in Ly+(0, T; BV(R))

se e solo se

u, —u debole  in (L'(0, T; Co(R)))",
D;u,— D;u debole * in (L*(0,T; Co(R)))', Vi=1,...,N.

DivosTtrAZIONE. Segue immediatamente dalla proposizione 3.1 e dal Teorema
3.5.

ProrosizioNe  3.3. Sia {u,} wuna successione di funzioni in Ly« (0, T;
N*(Q)). Se
u, —u debole * in L (0, T; N*(Q))
allora
u, —u debole * in (L'(0, T; Cy(8)))" .

DivostraziONE. La tesi segue dalla proposizione 3.1 e da
L\;* (0> T) NA(Q)) (_)L‘;* (O> T} M(Qy /3.9) R))
OssERVAZIONE 3.3. Se {#, } & una successione limitata in L (£ X (0, T)), conver-

gente ad # in L'(Q X (0, T)), allora {«,} converge ad # in (L'(0, T; Co(R2)))’
debole *.

4, IL PROBLEMA DI STEFAN BIFASE

Sia Q un aperto limitato di RN (N = 1), di classe C% !; si denoti con I' la frontiera di
Q,eperT>0sipongaQ:= 2 X (0,T),X:=TIX(0,T). Siconsideri una funzione 8
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della seguente forma:
Bi(r) serz=w,

(4.0) B(r)=40 se 0<r<w,
B.(r) ser<o0,

ove ¥ > 0 & una costante e

(4.1) 0<ap<f/(r)<a;, i=1,2

con a, e a; costanti positive e B;(v) = ,(0) =0.
Seguendo [20] studieremo il seguente problema (si veda anche I’Oss. 4.2), che indi-
cheremo con (P),

Ou/dt —AB(u) =0 in Q,
B(u) =0 su X,
u(x, 0) = uy(x) in Q,

dove B(+) ¢ data dalle (4.0) e (4.1) ed #(x) e L™ () N Y(R) ove Y & BV, N* o
N&0,
1l problema (P) & da intendersi nel senso della seguente formulazione debole.
Trovare » € L?(Q) tale che:

(4.24) B(u) e L*(0, T; Hy (R)),

(4.2b) I[(uo - u)% + Vﬂ(u)-Vv]dxdt =0,
Q

Voe HY(Q), v(+,T)=0in ,v=0 su X.

1l problema (P) puo essere approssimato (cfr.[20]) da una famiglia di problemi regola-
rizzati (P,), con € >0, dove B, ed u, ., verificano le seguenti condizioni:

(43) B,eC?*(R), B,— B uniformemente sui compatti di R;
e < B.(r) Smax(ao,a;), VreR; B.(v)=0, ap<B:(r)Sa;ser=v;
(4.4)  u.€ Cz(ﬁ), o, =ty q.0.in Q2 ””O,EHL“(!))nY(Q) < K||u0 ”L“’(Q)DY(.Q) >

dove K & una costante non negativa indipendente da e.

11 problema (P,) ammette una ed una sola soluzione, in senso classico (cfr.[16,
pagg. 452, 5011), #, € C1(Q) tale che D?4, € C°(£2) e le condizioni (P, ) sono puntual-
mente verificate. Vale allora il seguente

TeoreMa 4.1. A) Sia A € (0, 1). Sotto le ipotesi (4.0)-(4.4), e Y = N*° il problema
(P) bha una ed una sola soluzione debole u(x,t) tale che:

(4.52) #eL®(Q)NL>(0, T; N&°(Q)) N C*¥2(0, T; Li. (2)) .

B) Sia A€ (0, 1). Sotto le ipotesi (4.0)-(4.4) e Y = N* il problema (P) ha
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una ed una sola soluzione debole u(x,t) tale che:

(4.5b) #ueL*(Q) NLy«(0, T; N (R)) NC%¥2(0, T; L. (R)) .
C) La soluzione u,(x,t) del problema (P,) verifica, qualunque sia Q'cc £,

(4.6)  |l#ellL=(0, 7@y S C(2 j lug (x, 2 + At) —u,(x,2)| dx < C(Q") A*?
o

dove C(R') ¢ una costante non negativa che dipende solo da Q' . Infine
(4.7) u.—u in L'(Q).

DivmostraZIONE. Seguendo [20] si ha immediatamente la prima di (4.6) poi-
ché:
(4.82) ey (-, 8) =, (-, )10y, = 0(|B]*),  Vee[0,T], Ve>0se Y =N*°,
(4.8b) ||ue,,,(-,¢)—u lzrey,) < C(L |/9|1 Vie[0,T], Ve>0se Y =N*.

Passiamo alla dimostrazione della seconda stima (4.6).

Si prendano 6 e R tale che 0 < 6 < d/2 =dist(2',I')/2 e o € C* () con le se-
guenti proprieta:

020, supp(o)cCB( fgdx—l
RN
Si ha che:
J lug (x, t + At) —u,(x,t)|dx < f |we (x, t + At) —ug 5(x,t + At)|dx +
Q Q'
+ J g (2, 8 + A2) — g 5(x,2) | dx + J |t 5 (e, 8) —u(x,t)| =L+ L+ I
Q Q'

dove #, s ¢ la funzione

e 5 (3, 1) 1= a*Njug(x —y,8)0ly/0)dy = Jug(x —y,8)0s()dy.
Usando le (4.8) si ha
(4.9) L<CQ") j ly|0s(y)dy < C(Q") 8%

Bs(0)

Analogamente si ricava che

(4.10) I <C(Q'")d*

Ricordando che #, & soluzione del problema (P,) ed integrando per parti si
ha:

Izzj J[us(y,t+At)—ug(y,f)]Qa(x_y)dy dx =

Q" Bslx)
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Bu, (y,
= J I #Qa(’f—y)dydt dx =
A
o t Bg(x)
t+ At
= j| [ [ {4,180, 0) = Belu,x, 0D T s (x = ) dydr | d <
Q' t  Bslx)

<Clld,ell., 2")6* 2 4s.
Osservando che la costante C([|4,0|«, 2’) dipende solo da £ si ha:
(4.11) L<C(R6* 24t + 6% + A1].
Grazie alle (4.9), (4.10), (4.11) e scelto & = A¢'/? < d/2 si ricava:

(4.12) JIue(x,t+At)—us(x,t)ldeC(Q')[Atl/z], 0<At?2<d/2.

Si fissi 7 € R tale che 0 <r/2<d/2e T=rM con MeN. Dati (¢,¢') e [0, T
con ¢ <t' esistono M ~ 1 punti #, ..., #_ tali che:

tr=ty<H<..<ty_1<ty:=t elt;i—t_,|<r
Da (4.12) segue che:

Jlug(x,t') (x,2)]|dx < C(R Z |t =2, |2 < C(Q")-M|t' — |2,
a

Osservando che M dipende solo da ' la precedente disuguaglianza prova la secon-
da di (4.6).

Applicando il teorema di Ascoli-Arzela si ha che I'insieme {#,} & relativamente
compatto in L' (Q). A questo punto scrivendo il problema (P, ) in forma debole & possi-
bile, grazie alle note tecniche di compattezza e monotonia usate per il problema di Ste-
fan (cfr. [16, 26]), passare al limite (eventualmente estraendo una sottosuccessione) per
& — 0 dimostrando cosi I'esistenza di una soluzione debole del problema (P). L’unicita
della soluzione si ottiene con metodi standard per lo spazio L' (cfr.[20]). Si noti che
queste tecniche implicano la convergenza di tutta la successione {#, } dimostrando cosi
la (4.7).

Grazie alla Prop. 3.1 ed a (4.6) esistono una sottosuccessione {#e,} edunave
e Ly (0, T; N* (")) tali che #,, — v debole * in Ly (0, T; N*(Q')).Madalla (4.7) e
dall’Osservazione 3.3 segue che #, — # debole * in (L' (0, T; Co(2')))’ e quindiz = »
per l'unicita del limite. Nel caso di Y = N*°si ha u € L+ (0, T; N*°(£2")) come si
vede facilmente passando al limite nella (4.84). Da quanto appena visto e dalle (4.6),
(4.7) si ha la (4.54) e 1a (4.5b).

Resta solo da dimostrare la misurabilita forte di # nel caso di Y = N*°. Per questo
basta invocare il Teor. 3.5 ed il Cor. 3.6 e poi concludere applicando il Teor.
2.2,

OsservaziONE 4.1, Il Teorema 4.1 continua a valere anche se Y viene sostituito
da Yloc .



SPAZI BV E DI NIKOLSKII E APPLICAZIONI AL PROBLEMA DI STEFAN 153

OsservazioNE 4.2. La medesima tecnica permette anche di studiare il problema
non omogeneo con F(x, ¢, u) = f(u) + b(x, t) ove f = f; + f, con f; non decrescente ed
f» lipschitziana, beL*(Q)NL*(0,T;Y) (al primo membro) e g=g(x,¢)e
e L” (2) N H'(Q) (al secondo membro) e di ottenere ancora il Teorema 4.1. Inoltre se
g & sufficientemente regolare e g = 0 > 0 su X, combinando la tecnica di[20] con la
presente si riesce ad ottenere un risultato globale (per es. sostituendo nella (4.54)
NEO LY. con N*© L), precisando meglio cosi il risultato di[20], in quanto la solu-
zione # & debole * misurabile. Inoltre, grazie al Teorema 4.1, la soluzione nel caso con-
siderato in [20] & fortemente misurabile come funzione a valori in N* °. Resta aperto il
problema di ottenere la regolarita globale del tipo (4.52), (4.55) e (4.6) nel caso di ipo-
tesi meno restrittive su g (ad es. g = 0 suX). Un secondo problema aperto & quello del-
la misurabilita forte di «.
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