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s. % v. 6:143-154 (1995) 

Analisi funzionale. — Spazi BV e di Nikolskii e applicazioni al problema di Stefan. 
Nota di ALBERTO FARINA,' presentata (*) dal Socio E. Magenes. 

ABSTRACT. — BV and Nikolskii spaces and applications to the Stefan problem. The aim of this Note is to 
show some properties of BV and Nikolskii spaces that to my knowledge are not present in the literature in 
their general form here presented; by this I mean the lack of separability, their being the dual of a separa­
ble-space, the convergence and the weak-star compactness in L^*(0, T; NX{Q)) and finally their applica­
tions to the well-known two-phase Stefan problem. 

KEY WORDS: BV and Nikolskii spaces; Interpolation theory; Stefan problem. 

RIASSUNTO. — Questa Nota è dedicata a mettere in evidenza alcune proprietà degli spazi BV(Q) = 
= N1 (Q) delle funzioni a variazione limitata e degli spazi di Nikolskii N} (Q) = Nx (Q) ed Nx> ° (Q), (X e 
e (0, 1)), che non mi risulta siano già state esposte nella forma generale qui enunciata, quali la non separabi­
lità, l'essere il duale di uno spazio di Banach separabile, la convergenza e la compattezza debole * in 
L^*(0, T;NX(Q)) e le loro applicazioni al classico problema di Stefan bifase. 

1. NOTAZIONI, DEFINIZIONI E OSSERVAZIONI PRELIMINARI 

In tutta la Nota supporrò: Q aperto di RN , X e (0, 1], 0 e [0, 1], p e [1 , + oo ] , 
# e [ 1, + o ° ] , ô e R + , & E N o , X 0 e X 1 spazi di Banach con Xx immerso con continuità 
i n X o ^ o X o ) . 

DEFINIZIONE 1.1. Lo spazio NÀ(Q) è definito da: 

\u{x + h) — u(x)\ 

heRN 
u eL1(Q):px(u):= sup 

b*0 
\b\> 

dx < + oo 

(ove Qô := {x e Q: dist(x, dQ) > ô}). 

Lo spazio NA(fi) munito della norma \\u\\Ni := \\u\\Li + px(u) è uno spazio di 
Banach. È ben noto (cfr. [7, Teor. IX.3]) che lo spazio N1(Q) coincide con lo spazio 
BV(Q) delle funzioni a variazione limitata. 

DEFINIZIONE 1.2. Lo spazio NÀ'°(Q) è definito da: 

.ueNx{Q): f \u(x + h) - u(x)\dx = o(\h\À), \h\->0 

®\b\ 

Lo spazio NX,0(Q) è un sottospazio chiuso di NX(Q). 

(*) Nella seduta del 3 novembre 1994. 
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DEFINIZIONE 1.3. Lo spazio 9Jlw* (£2, X0' ) delle funzioni debole * misurabili è definito 
da: 

{u: Q —>XQ : Vx e X0, (x, u): Q —» R è misurable} 

dove la notazione (•, •) zW/oz /# dualità fra X0 «/ X0'. 

DEFINIZIONE 1.4. Lo spazio L^*(jQ;X0') £ definito da: 

{ueMw*(QyXl):\u\X'eLnQ)}. 
Lo spazio L{^*(0, T; X0' ) é &#o spazio di Banach (cfr., ad es. [11,15]). 

Indicherò con J£(X0, Xx ) lo spazio di Banach delle applicazioni lineari e continue 
definite su X0 ed a valori in Xx. 

DEFINIZIONE 1.5. U# aperto Q si chiama dominio di estensione per lo spazio NÀ se esi­
ste Te 4 N A ( O ) , Nx(RN)) tale che: T(u)\Q = u,Vu eN x (Q) . L'operatore Tprende il 
nome di operatore di prolungamento. 

È noto (cfr. [4]) che gli aperti con la proprietà di cono sono domini di estensione 
per Nx. Seu è una funzione definita in Q indicherò con u il suo prolungamento a zero 
in RN \£?. Indicherò con M ((£?, /3Q ), R) l'insieme delle misure regolari a valori in R 
ed a variazione totale limitata definite sulla cr-algebra /?& dei Boreliani di Q. 

2. RISULTATI PRELIMINARI 

Parte dei risultati saranno ottenuti usando la teoria dell'interpolazione fra spazi di 
Banach. Per la definizione dell'usuale spazio di interpolazione (X0, Xi )0}P si vedano, ad 
es. [1,9]. La norma in questo spazio di Banach sarà indicata con H'H^p. 

Inizio con il riportare una caratterizzazione degli spazi di interpolazione 
(X0,X1)x}O0 che è immediata conseguenza della loro definizione (cfr. [18]). 

TEOREMA 2.1. A) Se u appartiene allo spazio (X0, Xx )ky » , allora esiste una successione 
{un} di elementi di Xx tale che per ogni n e N0 

\\u-un\\x^2\\u\\kf„2-nX, | | ^ | | X l ^ 2 | | ^ | | A 5 0 0 2 - ^ - 1 ) . 

B) Se u GX0 ed esistono una successione {un} di elementi di Xx ed una costante C 
non negativa {indipendente da n) tale che per ogni n e N0 

1 1 * 7 _ , , Il < CO~n^ ILy || < r")-tt{k-\) 

allora uè (X^Xx)^» e ||«||^oo ^ 3C + \u\x^. 

O Se u G (X0, Xj )xy oo, allora esistono una successione {vn} di elementi di Xx ed 
una costante C > 0 (indipendente da u e da n) tali che per ogni n e N0 

u — 2 Vj <£• /'"•IL. || o— nX 

\vn\\x^C\u\\x^2-^-"\ |klU^C||«||AfflB2^. 
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H prossimo risultato segue da semplici considerazioni di teoria dell'interpolazione, 
si veda ad es. [9, Prop. 3.2.8]. 

LEMMA 2.1. La chiusura di Xx in X0 è lo spazio di interpolazione (X0,X1)0> 1# 

Passo ora ad un risultato di carattere generale che non mi sembra noto. Esso si ispi­
ra al ben noto Teorema di Pettis (cfr. [11]). 

TEOREMA 2.2. Siano X uno spazio normato separabile, \x una misura a valori in RQ~ . 
Se u: Q -» X ' è una funzione debole * misurabile ed a valori essenzialmente separabili, 
allora u è fortemente misurabile rispetto a [x. 

DIMOSTRAZIONE. Per ogni r e R e x e X s i definiscano gli insiemi A:= {t e Q: 
\\u(t)\\x' ^ ?}>AX := {te Q: \(u(t);x)\ ^ r}. Per definizione di norma inX ' si ha che 
A = Il Ax. Sia {xn}nGN un sottoinsieme numerabile e denso nella bolla unitaria 

13(1, 0) di X Dato x eB{l, 0) esiste una sottosuccessione {x„k} C {xn } tale che {x„k} 
tende ad* debolmente. Ne consegue che II Ax = I I Ax . Abbiamo così dimostra-

to che la funzione norma di u(t) è misurabile rispetto a (x. In modo analogo si ottiene 
che la funzione norma di (u(t) — x' ) è misurabile rispetto a[x per o g n i x ' e X ' . Ora si 
concluda come nel teorema di Pettis (cfr. [11]). 

3. GLI SPAZI NX(Q) ED NX>°(Q) 

Inizio dando una dimostrazione esplicita della non separabilità degli spazi NA . 

TEOREMA 3.1. Lo spazio NX(Q) non è separabile. 

DIMOSTRAZIONE. Poiché Q è aperto esistono x° = (xf, . . . ,x$) e i^'ed'e > 0 tali 
che: 

N 

RE'.= I l ( x / - e , x / + fi)ccfl," dist(Re, dQ) > e . 
j = i 

Sia 

X — /e ( t f , ,x / + £), 
(* - *j 

0 altrove 

dove X® — £ < aj < xf, Vj = 1, ..., N. Consideriamo la famiglia di funzioni: 

/*,,(*):= e " " * " 1 ' f t &,«(*,) 
, = i ' 

ove x = (xi, . . . ,xN ) , rf = («i, . . . , ^N)> X? + E — ij = xf + e — aj, Vz, y = 1, . . . ,N . 

Si ha c h e / ^ e N ^ f l ) . Infatti | | /A ,JL i = e - * " - 0 IT (*/ + e - « , - ) * . 
/ = i 
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N 

Siano h < 0, x( := (xl9 ...,*,•_ l9xï + l9 . . . ,xN) , R, := I l (*>,*/ + £), V/= 

Se \h\ <xf + £ — ai9 non è particolarmente difficile dimostrare che 
N f \fx>a(x + he,) -fx>a(x)\dx = 2E-W-» Il (x? + e-ajY\h\x. 

Se \h | ^ x? + £ ~ #/, si ha facilmente 

f |/*,«(* + be,)-fx,aM\dX = 2e"«*"lf ft (x,0 + e - a, f . 
J / = 1 

RN 

Quindi fKAQ e NX(Q) e Pl(fiit) =£ 2Ne-«N-1)Nf[ (x? + e -a,?. 
y = i 

Si fissino a = (al9 ...9aN)9 b = (bl9 ...9bN) tali che xf — e<ai<xf9 xf — 
- e < bj <xf, X? + e — a{ =xj) + £ - *,-, x^ + £ - £;- = x? + e - bj9 Vi9j = 1, ..., N 
e si ponga / A > ^ (x) : = /A>jï (x) - /*,*(*) , XGRN

9 allora/Af<ï>*|0 e N*(fl). 
Stimiamo px(fx,a,b) i*1 û . Per la scelta fatta di ^ £ possiamo limitarci al caso: 

xf - e < ai < bi < x?9 V, = 1, ..., N. Posto h = ax - b1 si ha: 
N 

\fx,a,b(x)\ = \A.A*)\ =fx,s(x), xe(al9ai-h)X U (aj9xf + fi) := Ag . 
y = 2 

tanto 

i(fx,a,b) & |*1 - *1 I"* J | A , » ^ l ^1 = fi-*""1* II (*/ + ^ - ^ ) A 

y = 2 

Pertanto 

p i ( ; . . . , ._, r 

Ri *i 

e quindi px(fx,a,b) & e~X{N-l) ft (*/ + £ - ajf > 1. 
y = 2 

A questo punto possiamo concludere la dimostrazione del teorema. Sia Ox)U • = 

:= {feNx(Q):px(f-fxa) < 1/2}, ove^ = (tfl, ..., aN) è tale che*/ - £ < aj < xf 9 

V / = I , . . . , N . 
La famiglia di aperti { Ox} a}

 e n o n numerabile e due qualsiasi elementi di essa sono 
disgiunti. Tutto ciò permette di concludere che NX(Q) non è separabile. 

Ricordo ora un teorema di approssimazione per gli spazi Nx. Si vedano in proposito 
([21, H, 9] e [5, Teor. 1]). 

TEOREMA 3.2. A) Sia Q un dominio di estensione per lo spazio Nx. 

Seu eNx(Q)9 allora esistono una successione {u„} di funzioni in C °° (Q) fi W1,1 (Q) 
ed una costante C non negativa {indipendente da n, u) tali che: 

00 

u = 2 un in Ll(Q), 
« = o 

\\u„\\L^CPx{u)2-"x, \\Dku„\\Li^Cpx(u)2-"(X-1), V « E N 0 , V* = 1 , . . . ,N. 
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n 

Inoltre posto sn : = 2 Uj si ha, per ogni n e N 0 , ||» - sn\\Li ^ Cpx{u)2~nX, ||jj|wi,i ^ 
y = o 

^ c \ \ u \ \ N a - n { X - l ) . 

B) Sia X ^ 1. Se u e L1 (Q) ed esistono una successione {u„ } di funzioni in BV{Q) 
ed una costante C non negativa {indipendente da n) tali che: 

oo 

u = 2 un in Ll(Q); 
n = 0 

l k | | L i ^ C 2 - " S | | D ^ | | M ^ C 2 - " U - 1 ) , V « e N 0 , V * = 1 , . . . , N , " 

allora u ENX{Q). 

OSSERVAZIONE 3.1. Per X — 1 la caratterizzazione appena enunciata non è in gene­
rale valida (nemmeno se Q è un dominio di estensione per BV). L'esempio 4 a pag. 10 
di [2] fornisce un controesempio. 

TEOREMA 3.3. A) Sia Q un aperto {qualsiasi) di RN . Allora-. BV{Q) = 
= (L1 (fl), W1'1 (Q))it « con norme equivalenti. 

B) Siano X E (0, 1) ed Q un dominio di estensione per Nx. Allora: NX{Q) = 
= (L1 (fl), IF1 '* (fl))A> oc = (L1 (fl), BV(fl))A| OP «>» «orwé? equivalenti. 

DIMOSTRAZIONE. A) E immediata conseguenza del teorema 1.17 pag. 14 di [12] e 
delle parti A) e B) del Teorema 2.1. B) È immediata conseguenza dei Teoremi 2.1 
e 3.2. 

TEOREMA 3.4. Siano X ^ 1 ed Q un dominio di estensione per Nx, allora: NX{Q) = 
= (M((Qfp0),R),BV(Q))Xt„. 

DIMOSTRAZIONE. Si osservi che L1 (fl) e x ( 0 , M((fl, ^ ), R) , BV(Q))9 ovvero è 
di classe 0 (rispetto alla coppia M{{Qy /3Q)y R ) , BV{Q)). Inoltre BV{Q) e 
e3Cd,M((f l , /?û) , R),BV(£2)), ovvero è di classe 1 (rispetto alla coppia 
M((£2,/?a), R),BV(fl)) . La tesi segue dal Teorema 3.3 applicando il teorema di 
reiterazione (cfr. [9]). 

il successivo Teorema 3.5 afferma che gli spazi Nx sono duali di spazi di Banach se­
parabili. Più precisamente dimostrato che BV{Q) lo è per ogni aperto Q, e che NX{Q) 
lo è per domini di estensione, in particolare per aperti con la proprietà di cono. 

Per quanto riguarda lo spazio BV questa proprietà mi sembra sia stata rilevata solo 
nel caso di un aperto limitato di classe C0,1 (cfr. [23 e la bibliografia ivi citata]). Per 
quanto riguarda gli spazi Nx {X e (0, 1)) questo risultato è noto per Q = RN (cfr. [8, 
pag. 172]). La dimostrazione qui data mi sembra diversa da quella esposta in [8]. La 
tecnica usata in [8] consiste nello stabilire il risultato per uno spazio di funzioni armoni­
che definite in RN X R + , che è isomorfo ad Nx (RN.). Più precisamente in [8] si dimo­
stra che^l(A, 1, oo) è il duale della chiusura di Q00 (Q) in A{-A, »., 1), doveyl(/?,p,#) 
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sono spazi (di tipo Lipschitz) di funzioni armoniche definite in RN X R + , considerati 
da Taibleson in [22]. Si ricordi ora che (cfr. [22, Teor. 4, pag. 421, e Teor. 11 pag. 
444]) JVA(RN) è isomorfo a A(À, 1, » ) e che A( -A, oo , 1) è uno spazio separabile. 

TEOREMA 3.5. A) BV(Q) è il duale di uno spazio di Banach separabile. B) Siano X 5* 1 
ed Û un dominio di estensione per N*, allora NX(Q) è il duale di uno spazio di Banach 
separabile. 

DIMOSTRAZIONE. A) Siano X: = [(C0(Q))N+1; con la norma || ç> ||«, : = 
•= . max l lp jo . ] ; 

/ = 1, ...,N + 1 

X0 := {ç>sX:((p2> ..., çN + {) e (Cc
œ (Q))N ; <p1 = div(ç>2> •••> 9>N + I ) } 

ed XQ la chiusura di X0 in X. Lo spazio quoziente X/XQ è uno spazio di Banach separa­

bile con la norma ||[^]||x/Xoc : = ^ { Il ̂  ~~ V> llx: V* E^o}-

Allora (X/XQ)' — XQ (ove « —» significa «isomorfo ed isometrico a») ed XQ è 
l'ortogonale di Xf, ovvero XQ := {T E X ' : (T, x0) = 0, Vx0 e XQ}. Si noti che: 

N + l -
(3.0) T E X g 1 se e solo se 2 ?>,-</( T,-) = 0, V ^ G X 0

C . 
/ = ì J 

Consideriamo la mappa lineare L: £V(fi)—>Xo , oveL(#): = (mu,Dìu, ...,DNu) 

con mu(E) : = # & , VE e/3&. 

£ i 

La mappa L è ben definita ed L(u) E X Q , inoltre ||Lr(«)||x^J" = IMIBV(G)-

Per concludere resta da provare la suriettività di L. Ma per questo basta ricordare la 
(3.0) e che una misura a variazione totale limitata le cui derivate prime nel senso delle 
distribuzioni sono misure, è (si rappresenta con) una funzione di L 1 . 

JB) Grazie alla prima parte di questa dimostrazione, al Teorema 3.4 ed al teore­
ma di rappresentazione di Riesz si ha NA(fi) = (M((Q,pQ), R) , BV{Q))X «> = 
= (Q(Q),(X/X£y)X}O0. _ 

Si osservi che C0{Q) <-*X/XQ dove ih la mappa iniettiva: cp —> [(cp, ..., 0)]. 
Inoltre C0(Q)TI X/X0

C « C0(Q) è denso in X/X0
C; infatti, se 

[(<Pì> <P2> • -> <PN + i ) ì E X/Xf si considerino le successioni { Çj „ }n e N (j = 
= 1, . . . ,N + 1) di funzioni in Cc°° (Q) tali che <Pjt„—>(Pj in C0(Q), allora: [(«Pi,» -
-div(<p2)„,<p3)„, . . . ,Ç9N + 1 >J, 0, ..., 0)-]-»[($>l'i ç>2, . . . , ^ N + I ) ] in X/X0

C. 
Per il teorema di dualità (cfr. [1,9]) si ha che: Nx(&) = (X/X0

C, C0(Q))[-x, i = 
= (Co(fi),X/X0

c)i,1 . 
La tesi segue osservando che C0 (Q) è denso in (X/XQ , C0 (fi))i - A, I (cfr. [9, Prop. 

3.2.8]). 

I prossimi risultati riguardano gli spazi NA' °. 

TEOREMA 3.6. 5fo#o -Q limitato di classe C0,1 e X * 1. Se u e NX' ° (fi) H L °° (fi), 
A m a e N A ' ° ( R N ) . 
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DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione è immediata, osservando che #& e JBV(RN). 

COROLLARIO 3.6. Se Q è limitato di classe C0, * lo spazio N1, °{Q) CiL™ (Q) è separa­
bile (per la norma di Nx). 

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 3.6 e dal fatto che N A ' ° (R N ) è separabile. 
Nell'ultima parte di questa sezione mi occupo brevemente degli spazi 

L^* (0, T;NX(Q)). In particolare mi interessano la convergenza e la compattezza de­
bole *. 

In tutto il resto della sezione ù sarà un aperto che verifica le ipotesi del Teorema 3.5. 

PROPOSIZIONE 3.1. Lo spazio L^* (0, T;NÀ(Q)) è il duale di uno spazio di Banach 
separabile. 

DIMOSTRAZIONE. È noto (cfr. [15]) che L$* (0, T; X0' ) = (L1 (0, T; X0 ) ) ' . La tesi 
segue prendendo X0' = Nx e ricordando il Teor. 3.5. 

PROPOSIZIONE 3.2. Sia {un} una successione di funzioni in L^*(0, T; BV(Q)). 
Allora 

un-^u debole * in L$*(0,T;BV(Q)) 

se e solo se 

u„-*u debole * in (L1 (0, T; C0(Q)))f , 

DìUH-*DìU debole * in (L^O, T; C0(O))) ' , V/= 1 , . . . ,N. 

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla proposizione 3.1 e dal Teorema 
3.5. 

PROPOSIZIONE 3.3. Sia {un} una successione di funzioni in L^* (0, T; 
NA'(fl)). Se 

un^u debole * in L$*(0, T; NX(Q)) 

allora 

un-*u debole * in (L1 (0, T; Ç0(fl))) ' . 

DIMOSTRAZIONE. La tesi segue dalla proposizione 3.1 e da 

L ^ ( 0 , T ; N A ( f i ) ) ^ L ^ ( 0 , t ; M ( f l , i 8 o , R ) ) . 

OSSERVAZIONE 3.3. Se {&„ } è una successione limitata in L °° (Q X (0, T)), conver­
gente ad z/ in L 1 ^ x (0, T)), allora {#„ } converge ad u in (L^O, T; C0(fi))) ' 
debole *. 

4 . I L P R O B L E M A D I S T E F A N B I F A S E 

Sia Q un aperto limitato di RN (N ^ 1 ), di classe C0 '* ; si denoti con r la frontiera di 
Q, e per T > 0 si ponga Q:= Q X {0,T),Z := T X (0, T). Si consideri una funzione fi 
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della seguente forma: 

(4.0) P(r) 

Piir) s e r ^ v , 

0 se 0 < r < v , 

j82 (r) s e ^ O , 

ove v > 0 è una costante e 

(4.1) 0 < a 0 ^ i 8 ; ( r ) ^ a 1 , / = 1,2 

con a 0 e c^ costanti positive e 0 ! (v) = /?2(0) = 0-
Seguendo [20] studieremo il seguente problema (si veda anche l'Oss. 4.2), che indi­

cheremo con (P), 

du/dt-Afiiu) = 0 in Q, 

P(u) = 0 su i : , 
u(x, 0) = u0(x) in. Q , 

dove /?(•) è data daUe (4.0) e (4.1) ed u0(x) eL0 0 (Q) H Y(Q) ove Y è J3V, NA o 
N A > ° . 

U problema (P) è da intendersi nel senso della seguente formulazione debole. 
Trovare ueL2(Q) tale che: 

(4.2a) p(u)eL2(0,T;m(Q)), 

(4.2b) J (u0-u)^+Vp(u)-Vv dxdt = 0, 

VveHHQ), v(;T) = 0 in Q,v = 0 su 2. 

H problema (P) può essere approssimato (cfr. [20]) da una famiglia di problemi regola­
rizzati (Pe), con e > 0, dove /3£ ed u0> £, verificano le seguenti condizioni: 

(4.3) /?e € C2 ( R ) , /?£ —» fi uniformemente sui compatti di R; 

e^P'e(r) ^ m a x ( a 0 , a i ) , V r e R ; i8£(v) = 0, a 0 ^ j8é(r) ^ a i se r ^ v ; 

(4.4) « 0 ) £ ê C 2 ( Û ) , uQyE-^UQ q.o. in Û ; ||«0, Ji-(û)ny<û) ^ ^ll«olli-(û)ny(û) 

dove K è una costante non negativa indipendente da e. 
H problema (P£) ammette una ed una sola soluzione, in senso classico (cfr. [16, 

pagg. 452, 501]), &£ e C1 (Q) tale che D^u£ e C°(Q) e le condizioni (P£ ) sono puntual­
mente verificate. Vale allora il seguente 

TEOREMA 4.1, A) Sia A e (0, 1). Sotto le ipotesi (4.0)-(4.4), e 7 = N 1 , 0 il problema 
(P) ha una ed una sola soluzione debole u(x,t) tale che: 

(4.5*) u e L " (Q) HL°° (0, T;N&0(Û)) fi C M / 2 ( 0 , T ; ! ^ ) ) . 

B) Sia A e ( 0 , 1]. 5o/to /e ipotesi (4.0)-(4.4) e Y = NX il problema (P) ha 
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una ed una sola soluzione debole u(xy t) tale che: 

(4.5*) ^eLo o(Q)nL^(0,T;iV1 i (f l))nC0^/2(0,T;U c(f i)) . 

C) La soluzione uE(x,t) del problema (PE) verifica, qualunque sia fi'ce fi, 

(4.6) |k | |L-(0 fT ;y(o'))^C(O') , | \uE(x,t + At)-uE(x,t)\dx^C(Q')Atx/2 

Q' 

dove C(Q') è una costante non negativa che dipende solo da Q'. Infine 

(4.7) ue^u in LHQ). 

DIMOSTRAZIONE. Seguendo [20] si ha immediatamente la prima di (4.6) poi­
ché: 

(4.8a) \\ue>h{%t) - uE{%t)\\LHQW = o{\h\x) y V / e [ 0 , T ] , Ve > 0 se Y = NA '° , 

(4.8*) |k ,*( - , / ) - «e(-,/)||Li(û|„) ^ C(Qf)\h\\Vte [0, T] , Ve > 0 se Y = NX . 

Passiamo alla dimostrazione della seconda stima (4.6). 
Si prendano ô e R tale che 0 < ô < J / 2 = dist (fi ', T)/2 e ç e C ; (fi) con le se­

guenti proprietà: 

£ ^ 0 , supp(^) cBj(O), \gdx=l. 

Si ha che: 

\ue(x,t + At) — ue(x,t)\dx ^ \uE{x,t + At) — uEÔ{x,t + At)\dx+ 
Q' 

+ \ue>ô(xyt + At) - ueô(x,t)\dx + \ \ueô{xyt) - ue{xyt)\=Il+l2 +I?, 
Q' Q' 

dove ue s è la funzione 

ue,ô(x>t):= ô~N \uE{x -y,t)ç(y/ô)dy = \uE(x -y,t)gô(y)dy . 

Usando le (4.8) si ha 

(4.9) I^C(Q') J \y\x
Qô(y)dy^C(Q')ôx. 

Bô(0) 

Analogamente si ricava che 

(4.10) I3^C(Q')ÔX. 

Ricordando che uE è soluzione del problema (PE) ed integrando per parti si 

Q' 

ha: 

/ 2
= J J [ue(y,t + At) -uE(y,t)]gô(x -y)dy 

Q' Bô(x) 

dx = 
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t + At 
r mi IV T Ì 

dx = 
r i f f due(y,r) 

= J J J Qt—Qàb-yìàydr 
Q' t Bô(x) 

• t + At 

J | J J {Ay[pe(ue(y,*))-Pe(ue(x,T))]}Qd(x--y)dydT 

Q' t 5Ô (x) 

t + At 

dx^ 
t Bô (x) 

^c(|M,elU,fl')dA-2j/. 
Osservando che la costante CCH^ell», Q' ) dipende solo da Q' si ha: 

(4.11) I2 ^ C(Q')[ôx-2At + òx + At]. 

Grazie alle (4.9), (4.10), (4.11) e scelto ô=At1/2<d/2 si ricava: 

(4.12) f \ue(x,t + At)-ue(x,t)\dx^C(Q')[Atx/2l, 0<Atì/2<d/2. 

Si fissi r e R tale che 0 < rì/2 <d/2eT = rM con MeN. Dati (t, t') e [0, T]2 

con t < t' esistono M — 1 punti tì} ..., /M_ x tali che: 

t:=to<tl<...<tM-i<tM:=t' e l ^ - ^ . J ^ r . 

Da (4.12) segue che: 

r M 

Mx,f')-«e(x,/)|<&^C(0') E l /z-Zz-i l^^afl^-Ml/'-zl^2 . 
Q' 

Osservando che M dipende solo da Q ' la precedente disuguaglianza prova la secon­
da di (4.6). 

Applicando il teorema di Ascoli-Arzelà si ha che Pinsieme {ue} è relativamente 
compatto in L1 (Q). A questo punto scrivendo il problema (Pe ) in forma debole è possi­
bile, grazie alle note tecniche di compattezza e monotonia usate per il problema di Ste­
fan (cfr. [16,26]), passare al limite (eventualmente estraendo una sottosuccessione) per 
e —> 0 dimostrando così Pesistenza di una soluzione debole del problema (P). L'unicità 
della soluzione si ottiene con metodi standard per lo spazio L1 (cfr. [20]). Si noti che 
queste tecniche implicano la convergenza di tutta la successione {ue} dimostrando così 
la (4.7). 

Grazie alla Prop. 3.1 ed a (4.6) esistono una sottosuccessione \uEk} ed una v E 
G L f ( 0 , r ; N

A ( D , ) ) t a U c h e ^ - ^ ^ debole * i n L ^ ( 0 , T; NA ( £ ' ) ) . Ma dalla (4.7) e 
dall'Osservazione 3.3 segue cheue->u debole * in (L1 (0, T; C 0(f l ' ) ) ) ' e quindiu—v 
per Punicità del limite. Nel caso di Y = Nx> ° si ha u e L^* (0, T;NX>°(Q')) come si 
vede facilmente passando al limite nella (4.8a). Da quanto appena visto e dalle (4.6), 
(4.7) si ha la (4.5a) e la (4.5*). 

Resta solo da dimostrare la misurabilità forte di u nel caso di Y = NX' °. Per questo 
basta invocare il Teor. 3.5 ed il Cor. 3.6 e poi concludere applicando il Teor. 
2.2. 

OSSERVAZIONE 4.1. Il Teorema 4.1 continua a valere anche se Y viene sostituito 
da Yìoc. 
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OSSERVAZIONE 4.2. La medesima tecnica permette anche di studiare il problema 
non omogeneo con F(x, t, u) =f(u) + b(x, t) ovef = fl +f2 con/i non decrescente ed 
f2 lipschitziana, b E L °° (Q) fi L °° (0, T; Y) (al primo membro) e g = g{x, t) e 
G L °° (Q) fì H' (Q) (al secondo membro) e di ottenere ancora il Teorema 4.1. Inoltre se 
g è sufficientemente regolare e g ^ ô > 0 su E, combinando la tecnica di [20] con la 
presente si riesce ad ottenere un risultato globale (per es. sostituendo nella (43a) 
Nio'c0, Lioc con NA' °, L1 ), precisando meglio così il risultato di [20], in quanto la solu­
zione u è debole * misurabile. Inoltre, grazie al Teorema 4.1, la soluzione nel caso con­
siderato in [20] è fortemente misurabile come funzione a valori in NA' °. Resta aperto il 
problema di ottenere la regolarità globale del tipo (4.5a), (4.5b) e (4.6) nel caso di ipo­
tesi meno restrittive su g (ad es. g = 0 suU). Un secondo problema aperto è quello del­
la misurabilità forte di u. 
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