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Analisi matematica. — Sur les rétractes holomorphes de dimension 1. Nota (*) di
Jean-Pierre Vigué, presentata dal Socio E. Vesentini.

Abstract. — On holomorphic retracts of dimension 1. In this Note, I study existence and unicity of
holomorphic retractions on complex submanifolds of dimension 1.

Key words: Holomorphic retracts; Complex geodesics; Invariant distances.

Riassunto. — Su i retratti olomorfi di dimensione 1. In questa Nota, vengono studiate l’esistenza e
l’unicità di retratti olomorfi su sottovarietà complesse di dimensione 1.

1. Introduction

D’après E. Vesentini [20-22], une géodésique complexe d’un domaine borné D de
Cn est une application holomorphe ϕ du disque-unité ∆ dans D qui est une isométrie
pour la distance de Carathéodory. Comme l’a remarqué L. Lempert dans [17], dire
qu’une sous-variété analytique V de D analytiquement isomorphe au disque-unité ∆,
est l’image d’une géodésique complexe ϕ: ∆ → D est équivalent à dire que V est
l’image d’une rétraction holomorphe ρ: D → D. C’est une des raisons d’étudier les
rétractions holomorphes d’un domaine D (ou d’une variété X ) sur une sous-variété V
analytiquement isomorphe au disque-unité ∆. Une autre raison d’étudier les rétractions
holomorphes est que, dans une certaine mesure, elles sont plus intrinsèques que les
géodésiques complexes qui ne sont définies qu’à un changement de paramètre près.

A l’aide des distances et métriques invariantes, nous allons caractériser l’existence des
rétractions holomorphes sur des sous-variétés analytiquement isomorphes au disque-unité
∆. Ensuite, l’image V d’une rétraction holomorphe étant donnée, nous étudierons des
problèmes d’unicité. Ainsi, nous montrerons, dans le cas de la boule-unité B de Cn

pour une norme ‖ · ‖, que, si la frontière @B de B contient, au voisinage de @V , un
sous-espace vectoriel suffisamment gros, alors il existe une unique rétraction holomorphe
de B sur V .

Une généralisation naturelle de ce travail est d’étudier les rétractions holomorphes
sur des sous-variétés V hyperboliques de dimension 1. Pour le traiter, nous serons
amenés à définir de nouvelles pseudométriques invariantes, l’une de type Carathéodory,
l’autre de type Kobayashi. Après avoir montré les deux résultats fondamentaux sur ces
questions, à titre d’exercice, nous calculerons ces pseudométriques dans un cas simple.
Enfin, nous appliquerons ces résultats aux rétractions holomorphes de ∆×C , où C est
une couronne de C.

(*) Pervenuta in forma definitiva all’Accademia il 12 novembre 1997.
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2. Géodésiques complexes et rétractes holomorphes

La pseudodistance de Carathéodory cX sur une variété analytique complexe X est
définie par la formule:

cX (x; y) = sup
f ∈H (X;∆)

ω
(
f (x); f (y)

)
;

où H (X; ∆) désigne l’ensemble des applications holomorphes de X dans le disque-unité
∆, et ω est la distance de Poincaré sur ∆.

De manière duale, on définit la fonction de Kobayashi δX par la formule

δX (x; y) = inf
f ∈H (∆;X )

ω(α;β) ;

où α et β ∈ ∆ sont tels que f (α) = x et f (β) = y. On montre d’abord que δX est
une fonction à valeurs dans R. Malheureusement, δX n’est pas une pseudodistance en
général car δX ne satisfait pas toujours à l’inégalité triangulaire. On peut alors définir
la pseudodistance de Kobayashi kX comme la plus grande pseudodistance inférieure ou
égale à δX . Cependant, δX qui est supérieur ou égal à kX , fournit, dans un certain sens,
plus de renseignements sur X et c’est δX que nous utiliserons le plus souvent dans cet
article.

Il nous faut aussi définir les pseudométriques infinitésimales associées. La pseu-
dométrique infinitésimale de Carathéodory EX est définie par

EX (x; v) = sup
f ∈H (X;∆)

|Df (x) · v|
(
x ∈ X; v ∈ Tx (X )

)
:

La pseudométrique inifinitésimale de Kobayashi FX est définie de manière duale:

FX (x; v) = inf
{
|λ|

∣∣ ∃ϕ ∈ H (∆; X ) tel que ϕ(0) = x et λDϕ(0) = v
}

:

Sur toutes ces notions, le lecteur intéressé pourra consulter [5, 8, 11, 13, 15].
E. Vesentini [20-22] a montré le théorème suivant qui définit et caractérise les

géodésiques complexes de X .

Théorème et définition 2.1. Soit ϕ: ∆ → X une application holomorphe. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i ) il existe deux points distincts ζ et η de ∆ tels que

cX

(
ϕ(ζ);ϕ(η)

)
= c∆(ζ; η) = ω(ζ; η) ;

(ii ) pour tous les points ζ et η de ∆, on a:

cX (ϕ(ζ);ϕ(η)) = c∆(ζ; η) = ω(ζ; η) ;

(iii ) il existe ζ ∈ ∆ et v ∈ C (v �= 0) tels que

EX

(
ϕ(ζ); Dϕ(ζ) · v

)
= E∆(ζ; v) = |v|(1 − |ζ|2)−1 ;

(iv ) pour tout ζ ∈ ∆ et pour tout v ∈ C, on a:

EX

(
ϕ(ζ); Dϕ(ζ) · v

)
= E∆(ζ; v) = |v|(1 − |ζ|2)−1 :

On dit alors que ϕ est une géodésique complexe de X .
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En particulier, si ϕ est une géodésique complexe de X , ϕ est une application holo-
morphe propre de ∆ dans X , et son image ϕ(∆) est une sous-variété complexe fermée
de X , analytiquement isomorphe au disque-unité ∆.

Comme l’a remarqué L. Lempert [16, 17], on peut exprimer ces résultats en utilisant
la notion de rétraction holomorphe. Rappelons d’abord la définition suivante.

Définition 2.2. Soit X une variété analytique complexe et soit ρ: X → X une application
holomorphe. On dit que ρ est une rétraction holomorphe si ρ2 = ρ ◦ ρ est égal à ρ.

Il est, bien sûr, équivalent de dire que ρ|imρ est égal à id |imρ et H. Cartan [4] a
montré que, si ρ: X → X une rétraction holomorphe, son image ρ(X ) est une sous-
variété analytique complexe fermée de X . Les relations entre les géodésiques complexes et
les rétractions holomorphes sont résumées dans le théorème suivant (comparer avec [6]).

Théorème 2.3. Soit X une variété analytique complexe et soit V une sous-variété analytique
complexe fermée de X , analytiquement isomorphe au disque-unité ∆. Les propositions suivantes
sont équivalentes:

(i ) V est l’image d’une rétraction holomorphe ρ: X → X ;
(ii ) V est l’image d’une géodésique complexe ϕ: ∆ → X ;
(iii ) cX |V = cV ;
(iv ) il existe deux points distincts x et y de V tels que

cX (x; y) = cV (x; y) ;

(v ) EX |T (V ) = EV ;
(vi ) il existe x ∈ V et v ∈ Tx (V ), v �= 0, tels que

EX (x; v) = EV (x; v) :

Démonstration. Comme V est isomorphe au disque-unité ∆, on sait d’après la
définition des géodésiques complexes et le Théorème 3.2 que (ii), (iii), (iv), (v) et (vi)
sont équivalents. Montrons que (i) entraı̂ne (iii). Considérons

V
i−→X

ρ−→V ;

et ρ ◦ i est égal à id |V . Le fait que les distances invariantes sont contractantes montre
l’inégalité suivante: pour tout x ∈ V , pour tout y ∈ V ,

cV (x; y) ≤ cX (x; y) ≤ cV (x; y) :

On en déduit l’égalité annoncée.
Réciproquement, montrons par exemple que (iv) entraı̂ne (i). Soient x et y deux

points de V tels que cX (x; y) = cV (x; y). Soit f : X → ∆ une application holomorphe
qui donne cX (x; y), c’est-à-dire telle que

cX (x; y) = c∆
(
f (x); f (y)

)
= ω

(
f (x); f (y)

)
:

Soit g un isomorphisme analytique de ∆ sur V . Alors g ◦ f : X → V est telle que

cV

(
g (f (x)); g (f (y))

)
= cX (x; y) :
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Mais, comme cV (x; y) = cX (x; y), on trouve:

cV

(
g (f (x)); g (f (y))

)
= cV (x; y) ;

et d’après le lemme de Schwarz-Pick [5, 11], g ◦ f |V est un automorphisme analytique
de V . Quitte à composer à gauche g ◦ f avec un automorphisme h de V , on obtient

h ◦ g ◦ f |V = id |V ;

et h ◦ g ◦ f : X → X est bien une rétraction holomorphe de X sur V .

Nous allons maintenant étudier une question un peu plus délicate. Etant donnés
deux points a et b de X (resp. a ∈ X et v ∈ Ta(X )), à quelle condition existe-t-il une
géodésique complexe ϕ: ∆ → X telle que a et b appartiennent à ϕ(∆) (resp. a ∈ ϕ(∆),
v ∈ Ta(ϕ(∆))). Nous avons les deux théorèmes suivants.

Théorème 2.4. Soit X une variété analytique complexe taut au sens de H. Wu [24]. Soient
a et b deux points distincts de X . Pour qu’il existe une géodésique complexe ϕ: ∆ → X telle que
a et b appartiennent à ϕ(∆), il faut et il suffit que

cX (a; b) = δX (a; b) :

Démonstration. La condition nécessaire est évidente. Montrons la réciproque. On
sait déjà d’après P. Kiernan [14] et D. Eisenman [7] que X , qui est taut, est hyperbolique
(i.e., que kX est une distance sur X ). Du fait que X est taut, on déduit l’existence d’une
application holomorphe ϕ: ∆ → X qui réalise exactement δX (a; b), i.e., telle que si α
et β appartenant à ∆ sont tels que ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, on ait:

δX (a; b) = δX

(
ϕ(α);ϕ(β)

)
= ω(α;β) :

Soit maintenant f : X → ∆ une application holomorphe telle que

cX (a; b) = ω
(
f (a); f (b)

)
:

L’application f ◦ ϕ: ∆ → ∆ est telle que

ω
(
f (ϕ(α)); f (ϕ(β))

)
= ω(α;β) :

C’est donc un automorphisme du disque-unité ∆, et ϕ: ∆ → X est une géodésique
complexe de X .

Ce théorème admet la variante infinitésimale suivante dont nous laissons la démon-
stration en exercice au lecteur.

Théorème 2.5. Soit X une variété analytique complexe taut au sens de H. Wu [24]. Soient
a ∈ X et v un vecteur non nul de Ta(X ). Pour qu’il existe une géodésique complexe ϕ: ∆ → X
telle que a appartienne à ϕ(∆) et que v appartienne à Ta(ϕ(∆)), il faut et il suffit que

EX (a; v) = FX (a; v) :
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3. Unicité des géodésiques complexes et des rétractions holomorphes

Dans ce paragraphe, nous allons nous placer dans un domaine convexe borné D de
Cn (et même parfois dans la boule-unité de Cn) et étudier le problème de l’unicité des
géodésiques complexes et des rétractions holomorphes.

Commeņcons par les géodésiques complexes. Il nous faut d’abord remarquer que, si
ϕ: ∆ → D est une géodésique complexe de D, et si f est un automorphisme analytique
de D, ϕ ◦ f : ∆ → D est encore une géodésique complexe de D. Aussi, nous définirons
l’unicité des géodésiques complexes de la façon suivante: étant donnés a et b ∈ D
(resp. a ∈ D et v ∈ Ta(D) = Cn), nous dirons que ϕ: ∆ → D est l’unique géodésique
complexe passant par a et b (resp. passant par a et tangente à v) si a et b appartiennent
à ϕ(∆) (resp. a ∈ ϕ(∆) et v ∈ Ta(ϕ(∆))), et si, pour toute autre géodésique complexe
ψ: ∆ → D vérifiant les mêmes propriétés, il existe f ∈ Aut(∆) tel que ψ = ϕ ◦ f .
En ce qui concerne les géodésiques complexes, les résultats d’unicité sont assez bien
connus. Déjà dans [17], L. Lempert montre que, si D est un domaine strictement
convexe à frontière suffisamment régulière, les géodésiques complexes dans D existent
et sont uniques. En fait, l’hypothèse de régularité de la frontière n’est pas nécessaire et
S. Dineen [5, p. 93] montre le résultat suivant.

Théorème 3.1. Soit D un domaine borné strictement convexe (c’est-à-dire, tel que tout point
x de la frontière @D de D soit un point extrémal de D). Alors, les géodésiques complexes de D
sont uniques au sens précédent.

Si on considère la boule-unité ouverte B de Cn pour une norme ‖·‖, E. Vesentini [20-
22] a montré le résultat plus précis suivant. Rappelons d’abord qu’une partie A de Cn

étant donnée, un point x de A est un point complexe-extrémal de A si 0 est le seul
vecteur y de Cn tel que x + ζy appartienne à A, pour tout ζ ∈ ∆.

Théorème 3.2. Soit B la boule-unité ouverte de Cn pour une norme ‖ · ‖. Soit x ∈ @B un
point complexe-extrémal de B. Alors,

ζ
ϕ�−→ϕ(ζ) = ζ v

est l’unique géodésique complexe de B telle que ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = v.

Considérons maintenant la boule-unité de Cn pour une norme ‖ · ‖. Soit x ∈ @B.
Comme L. Belkhchicha [1, 2] et G. Gentili [10], on définit

Vx = {y ∈ Cn|∃ r > 0 tel que ’ ζ ∈ C; |ζ| < r; x + ζy ∈ B} :

Comme B est convexe, Vx est un sous-espace vectoriel complexe de Cn ne contenant
pas x et dire que x est un point complexe-extrémal de B est équivalent à dire que
Vx = {0}. On montre aussi que (x + Vx ) ∩ B est l’adhérence d’un ouvert convexe Lx

de l’espace affine x + Vx contenant x .
Considérons une géodésique complexe ϕ: ∆ → B telle que ϕ(0) = 0. Soit

ϕ(ζ) =
∞∑

n=1

anζ
n
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son développement en série entière à l’origine. Le fait que ϕ est une géodésique com-
plexe est caractérisé par le fait que

EB

(
ϕ(0);ϕ′(0)

)
= EB

(
0;ϕ′(0)

)
= 1 ;

et, comme EB(0; ·) = ‖ · ‖, c’est équivalent à ‖a1‖ = ‖ϕ′(0)‖ = 1, c’est-à-dire que ϕ′(0)
appartient à @B. L’application

ψ(ζ) =
ϕ(ζ)
ζ

=
∞∑

n=1

anζ
n−1

est une application holomorphe de ∆ dans B. On déduit de E. Thorp et R. Whi-
tley [19] (voir aussi [8, 10]) que ψ est une application holomorphe de ∆ dans La1

⊂
⊂ a1 + Va1

. Comme l’a remarqué G. Gentili dans [9, 10], dès que Va1
est différent de

{0}, les géodésiques complexes ϕ: ∆ → B telles que ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = a1 ne sont pas
uniques.

Nous allons maintenant étudier l’unicité des rétractions holomorphes et nous allons
montrer le théorème suivant.

Théorème 3.3. Soit ϕ: ∆ → B une géodésique complexe de B telle que ϕ(0) = 0,
ϕ′(0) = x ∈ @B. Pour tout z ∈ Cx ⊕ Vx , soit p(z) = t (z)x la projection sur Cx parallèlement
à Vx . Enfin, soit ρ une rétraction holomorphe sur ϕ(∆). Alors, pour tout z ∈ Cx ⊕ Vx ,

ρ(z) = ϕ
(
t (z)

)
:

En particulier, si Vx est un supplémentaire de Cx , il existe une et une seule rétraction holomorphe
sur ϕ(∆).

Démonstration. Soit E = Cx ⊕Vx . Soit z ∈ E . On écrira z = (z1; z2), où z1 ∈ C,
z2 ∈ Vx et z = z1x + z2. On déduit du fait que B est convexe que B ∩ E contient
l’ensemble des points z = (z1; z2), où z1 ∈ ∆ et z2 ∈ U , où U est un voisinage de 0
dans Vx .

Pour z = (z1; 0), il est facile de voir que

ρ(z) = ϕ(z1) = ϕ
(
t (z)

)
:

Mais t |∆×U est une application holomorphe de ∆× U dans ∆ telle que t (z1; 0) = z1.
Par suite, d’après T. Franzoni et E. Vesentini [8] (voir aussi [23]), t (z1; z2) = z1, et le
théorème s’en déduit.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant qui généralise
G. Gentili [10].

Théorème 3.4. Soit B la boule-unité ouverte de Cn pour une norme ‖ · ‖, soit x ∈ @B et
soit h: ∆ → Vx une application holomorphe. Alors si l’application ϕ: ∆ → Cn définie par
ϕ(ζ) = ζx + h(ζ) envoie ∆ dans B, ϕ est une géodésique complexe de B.

Démonstration. On sait que ζ �→ ϕ0(ζ) = ζx est une géodésique complexe de B.
Il existe donc une application holomorphe f : B → ∆ telle que

z �−→ ϕ0

(
f (z)

)
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soit une rétraction holomorphe sur ϕ0(∆). Comme nous l’avons déjà vu, pour tout
z ∈ Cx ⊕ Vx , f (z) = z1. Comme h envoie ∆ dans Vx , pour tout z ∈ Cx ⊕ Vx , on a:
ϕ(f (z)) = z1x + h(z1). Il est facile alors de vérifier que (ϕ ◦ f )2 = ϕ ◦ f . Ainsi, ϕ ◦ f
est bien une rétraction holomorphe sur ϕ(∆). Le théorème est démontré.

4. Rétractes holomorphes de dimension 1 et distances invariantes

La généralisation naturelle du travail précédent est, étant donnée une variété analy-
tique complexe X , de chercher les rétractions holomorphes dont l’image est une sous-
variété analytique complexe de dimension 1. On montre facilement le théorème suivant.

Théorème 4.1. Soit X une variété analytique complexe simplement connexe et hyperbolique.
Soit ρ: X → X une rétraction holomorphe et supposons que ρ(X ) soit de dimension 1. Alors,
ρ(X ) est analytiquement isomorphe au disque-unité ∆.

Si X n’est pas simplement connexe, et si V est une sous-variété analytique complexe
de dimension 1 de X , nous allons étudier à quelle condition il existe une rétraction
holomorphe ρ de X sur V . Nous étudierons ensuite le problème un peu plus général
suivant: étant donnés une variété analytique complexe V de dimension 1, un point x
de X et un vecteur v de Tx (X ), existe-t-il une rétraction holomorphe ρ: X → X telle
que ρ(X ) soit une sous-variété de X isomorphe à V , que x ∈ ρ(X ) et que v ∈ Tx (ρ(X ))?

Pour cela, nous allons définir deux nouvelles pseudométriques invariantes, une de
type Carathéodory, l’autre de type Kobayashi. Soit V une variété analytique complexe de
dimension 1 et soit v un point de V . Supposons V muni d’une métrique infinitésimale
invariante α. Ceci signifie en particulier que, pour tout u ∈ V , α(u; ·) est une norme
sur Tu(V ), et que, si f : V → V est une application holomorphe, on a, pour tout
u ∈ V , pour tout U ∈ Tu(V ),

α
(
f (u); Df (u) · U

)
≤ α(u; U ) :

Soit X une variété analytique complexe et soit x ∈ X . On définit une pseudométrique de
type Carathéodory sur X de la façon suivante: pour tout z ∈ X , pour tout Z ∈ Tz (X ),
on pose

E V;v
X;x (z; Z ) = sup

f ∈H (X;V )
f (x)=v

α
(
f (z); Df (z) · Z

)
:

De même, on définit une pseudométrique de type Kobayashi en posant, pour tout
z ∈ X , pour tout Z ∈ Tz (X ),

F V;v
X;x (z; Z ) = inf

f ∈H (V;X )
f (v)=x

α(u; U ) ;

pour tout les u ∈ V et les U ∈ Tu(V ) tels que f (u) = z et Df (u) · U = Z .
On vérifie que l’on a, en particulier

E V;v
V;v (z; Z ) = F V;v

V;v (z; Z ) = α(z; Z ) :
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Dans le cas où V est le disque-unité ∆, pour la pseudométrique de type Carathéodory,
on trouve simplement que

E∆;δ
X;x (z; Z ) = EX (z; Z ) :

Pour la pseudométrique de type Kobayashi, on a:

F ∆;δ
X;x (z; Z ) ≥ FX (z; Z ) et F ∆;δ

X;z (z; Z ) = FX (z; Z ) :

On montre alors facilement la proposition suivante.

Proposition 4.2. E V;v
X;x et F V;v

X;x sont des pseudométriques infinitésimales invariantes pour les
applications holomorphes pointées, c’est-à-dire que, si f : X → Y est une application holomorphe
telle que f (x) = y, on a, pour tout z ∈ X , pour tout Z ∈ Tz (X ),

E V;v
Y;y

(
f (z); Df (z) · Z

)
≤ E V;v

X;x (z; Z ); F V;v
Y;y

(
f (z); Df (z) · Z

)
≤ F V;v

X;x (z; Z ) :

De plus, pour tout z ∈ X , pour tout Z ∈ Tz (X ),

E V;v
X;x (z; Z ) ≤ F V;v

X;x (z; Z ) :

Nous pouvons alors montrer le théorème suivant.

Théorème 4.3. Soit X une variété analytique complexe, soit V une sous-variété analytique
complexe taut de dimension 1 de X et soit v ∈ V . Pour que V soit l’image d’une rétraction
holomorphe ρ: X → X , il faut et il suffit que, pour tout Z ∈ Tv(V ),

E V;v
X;v (v; Z ) = E V;v

V;v (v; Z ) = α(v; Z ) :

Démonstration. S’il existe une rétraction holomorphe ρ :X → V , et en considérant
l’injection i: V → X , on obtient

E V;v
V;v (v; Z ) ≤ E V;v

X;v (z; Z ) ≤ E V;v
V;v (v; Z )

ce qui montre l’égalité annoncée.

Réciproquement, si l’égalité précédente est vérifiée, comme V est taut, pour tout
Z �= 0, il existe une application holomorphe f : X → V telle que f (v) = v et que

E V;v
V;v (v; Z ) = α

(
f (v); Df (v) · Z

)
:

Comme E V;v
X;v (v; Z ) = E V;v

V;v (v; Z ) = α(v; Z ), l’application f est telle que

α
(
f (v); Df (v) · Z

)
= α(v; Z ) :

Comme Tv(V ) est de dimension 1, ceci entraı̂ne que Df (v) · Z = eiθZ . Mais, d’après
H. Cartan [3], ceci entraı̂ne que f |V est un automorphisme analytique de V . Soit
g : V → V l’inverse de f |V , et soit ρ = g ◦ f . Alors ρ est bien une rétraction
holomorphe de X sur V .

Comme dans le cas du disque, en utilisant les deux pseudométriques que nous venons
de définir, on peut aussi donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une
rétraction holomorphe sur une sous-variété isomorphe à V .
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Théorème 4.4. Soient X et V deux variétés analytiques complexes taut, et supposons que V
soit de dimension 1. Soient z ∈ X , Z un vecteur non nul de Tz (X ) et v un point de V . Pour
qu’il existe une rétraction holomorphe ρ: X → X telle que z ∈ ρ(X ), Z ∈ Tz (ρ(X )) et qu’il
existe un isomorphisme analytique de ρ(X ) sur V qui envoie z sur v, il faut et il suffit que

E V;v
X;z (z; Z ) = F V;v

X;z (z; Z ) :

Démonstration. Remarquons d’abord que, comme X et V sont taut et hyper-
boliques et que α(v; U ) �= 0 dès que U est non nul, on a, pour tout Z �= 0,
F V;v

X;x (z; Z ) �= 0.

S’il existe une rétraction holomorphe ρ: X → X telle que (ρ(X ); z) soit isomorphe
à (V; v), l’égalité E V;v

X;z (z; Z ) = F V;v
X;z (z; Z ) se déduit du fait que E V;v

V;v = F V;v
V;v = α.

Réciproquement, supposons que E V;v
X;z (z; Z ) = F V;v

X;z (z; Z ). En utilisant le fait que
V est taut, on peut construire une application holomorphe i: V → X telle que i(v) = z
et que F V;v

X;z (i(v); Di(v) ·U ) = α(v; U ). Ensuite, en utilisant le fait que V est taut, on
construit une application holomorphe f : X → V telle que f (z) = v et que

E V;v
X;z (z; Z ) = α

(
f (z); Df (z) · Z

)
:

Il est clair que f ◦ i est une application holomorphe de V dans V telle que (f ◦ i)
(v) = v et que, pour tout U ∈ Tv(V ),

α
(
(f ◦ i)(v); D(f ◦ i)(v) · U

)
= α(v; U ) :

Comme V est de dimension 1, on en déduit que D(f ◦ i)(v) · U = eiθU . Par le
même argument qu’au théorème précédent, on montre que f ◦ i est un automorphisme
analytique de V . Soit g : V → V l’inverse de f ◦ i, et soit ρ = i ◦ g ◦ f . Du fait que
f ◦ i ◦ g = id |V , on déduit que ρ2 = ρ, et ρ est bien une rétraction holomorphe de X
sur V . Le théorème est démontré.

Remarque. Contrairement à ce que nous avons fait dans le cas du disque-unité, nous
sommes obligés dans notre construction d’utiliser une métrique à point base. C’est dû
au fait que nous voulons prendre des limites de suites de fonctions holomorphes à
valeurs dans V (ou dans X ) et pour être sûr que la suite (fn) n’est pas compactement
divergente, il faut supposer que, pour au moins un point x , la suite (fn(x)) reste dans
un compact. Dans le cas du disque, on pouvait toujours se ramener à cette condition,
quitte à composer fn avec un automorphisme gn bien choisi de ∆. Ici, ce n’est pas
possible en général, car V n’est pas homogène, ce qui explique notre construction.

5. Exemples

Dans l’exemple que nous allons traiter, nous allons prendre pour V le disque épointé
D = ∆ \ {0}. Nous considérerons sur D la métrique infinitésimale de Carathéodory
que nous noterons simplement α et comme les fonctions holomorphes bornées sur D
se prolongent à ∆, on sait que, pour tout z ∈ D, pout tout v ∈ C,

α(z; v) = |v|(1 − |z |2)−1 :
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Nous allons prendre pour X le disque-unité ouvert ∆. Nous avons la proposition
suivante.

Proposition 5.1. F D;a
∆;x (z; Z ) = |Z |(1 − |z |2)−1;

E D;a
∆;z (z; Z ) = (−2|a|Log|a|(1 − |a|2)−1) · |Z |(1 − |z |2)−1 :

En ce qui concerne les rétractions holomorphes, nous allons considérer une
couronne

C = Cr = {z ∈ C|r < |z | < 1}

et étudier les rétractions holomorphes de dimension 1 de ∆ × C . En utilisant le
revêtement universel ∆ × ∆ de ∆ × C , on montre que les images des rétractions
holomorphes de dimension 1 dans ∆ × C sont isomorphes à ∆ ou C . On en déduit
les deux théorèmes suivants.

Théorème 5.2. (i) Si E∆(x; v) ≥ FC (y; w), alors il existe une rétraction holomorphe
ρ: ∆ × C → ∆ × C telle que (x; y) ∈ ρ(∆ × C ) et que (v; w) appartienne à l’espace tangent
T(x;y)(ρ(∆ × C )). De plus ρ(∆ × C ) est analytiquement isomorphe au disque-unité ∆;

(ii) si FC (y; w) > E∆(x; v) > EC (y; w), il n’existe pas de rétraction holomorphe
ρ: ∆ × C → ∆ × C telle que (x; y) ∈ ρ(∆ × C ) et que (v; w) appartienne à l’espace
tangent T(x;y)(ρ(∆ × C ));

(iii) si EC (y; w) > E∆(x; v), il existe une rétraction holomorphe ρ: ∆×C → ∆×C telle
que (x; y) ∈ ρ(∆×C ) et que (v; w) appartienne à l’espace tangent T(x;y)(ρ(∆×C )). De plus,
son image est analytiquement isomorphe à C .

Théorème 5.3. (i) Si c∆(x0; x1) ≥ δC (y0; y1), il existe une rétraction holomorphe
ρ: ∆ × C → ∆ × C telle que (x0; y0) et (x1; y1) appartiennent à ρ(∆ × C );

(ii) si δC (y0; y1) > c∆(x0; x1) > cC (y0; y1), alors il n’existe pas de rétraction holomorphe
ρ: ∆ × C → ∆ × C telle que (x0; y0) et (x1; y1) appartiennent à ρ(∆ × C );

(iii) si cC (y0; y1) > c∆(x0; x1), il existe une rétraction holomorphe ρ: ∆ × C → ∆ × C
telle que (x0; y0) et (x1; y1) appartiennent à ρ(∆ × C ).
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