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Analisi matematica. — Sur les rétractes holomorphes de dimension 1. Nota (%) di
Jean-Pierre ViGut, presentata dal Socio E. Vesentini.

AsstrRACT. — On holomorphic retracts of dimension 1. In this Note, I study existence and unicity of
holomorphic retractions on complex submanifolds of dimension 1.

Key worps: Holomorphic retracts; Complex geodesics; Invariant distances.

Ruassunto. — Su i retratti olomorfi di dimensione 1. In questa Nota, vengono studiate I'esistenza e
I'unicita di retratti olomorfi su sottovarietd complesse di dimensione 1.

1. INTRODUCTION

D’apres E. Vesentini [20-22], une géodésique complexe d’'un domaine borné D de
C” est une application holomorphe ¢ du disque-unité A dans D qui est une isométrie
pour la distance de Carathéodory. Comme I'a remarqué L. Lempert dans [17], dire
qu’une sous-variété analytique V' de D analytiquement isomorphe au disque-unité¢ A,
est 'image d’'une géodésique complexe ¢: A — D est équivalent a dire que V' est
I'image d’une rétraction holomorphe p: D — D. Clest une des raisons d’étudier les
rétractions holomorphes d’'un domaine D (ou d’une variété X) sur une sous-variété V'
analytiquement isomorphe au disque-unité A. Une autre raison d’étudier les rétractions
holomorphes est que, dans une certaine mesure, elles sont plus intrinseques que les
géodésiques complexes qui ne sont définies qu'a un changement de parametre pres.

A Taide des distances et métriques invariantes, nous allons caractériser 'existence des
rétractions holomorphes sur des sous-variétés analytiquement isomorphes au disque-unité
A. Ensuite, I'image V' d’une rétraction holomorphe étant donnée, nous étudierons des
probléemes d’unicité. Ainsi, nous montrerons, dans le cas de la boule-unit¢ B de C”
pour une norme || - ||, que, si la frontiere OB de B contient, au voisinage de AV, un
sous-espace vectoriel suffisamment gros, alors il existe une unique rétraction holomorphe

de B sur V.

Une généralisation naturelle de ce travail est d’étudier les rétractions holomorphes
sur des sous-variétés V' hyperboliques de dimension 1. Pour le traiter, nous serons
amenés 3 définir de nouvelles pseudométriques invariantes, I'une de type Carathéodory,
l'autre de type Kobayashi. Apres avoir montré les deux résultats fondamentaux sur ces
questions, A titre d’exercice, nous calculerons ces pseudométriques dans un cas simple.
Enfin, nous appliquerons ces résultats aux rétractions holomorphes de A x C, ot C est
une couronne de C.

(*) Pervenuta in forma definitiva all’Accademia il 12 novembre 1997.
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2. GEODESIQUES COMPLEXES ET RETRACTES HOLOMORPHES

La pseudodistance de Carathéodory ¢, sur une variété analytique complexe X est
définie par la formule:

o(x,9) = sup w(fx),F0),
feHX,A)

ou H(X, A) désigne 'ensemble des applications holomorphes de X dans le disque-unité
A, et w est la distance de Poincaré sur A.
De manitre duale, on définit la fonction de Kobayashi d,, par la formule

Oy (x, ) :fd%&fyx)w(a, B,

ol o et B € A sont tels que (o) = x et f(8) = y. On montre d’abord que J, est
une fonction a valeurs dans R. Malheureusement, d, n’est pas une pseudodistance en
général car J, ne satisfait pas toujours a I'inégalité triangulaire. On peut alors définir
la pseudodistance de Kobayashi #, comme la plus grande pseudodistance inférieure ou
égale a 0. Cependant, d, qui est supérieur ou égal & ky, fournit, dans un certain sens,
plus de renseignements sur X et c’est 0, que nous utiliserons le plus souvent dans cet
article.

Il nous faut aussi définir les pseudométriques infinitésimales associées. La pseu-
dométrique infinitésimale de Carathéodory E, est définie par

Ex,v)= sup |Df(x)-v (x eX,ve Tx(X)) .
feHX,A)

La pseudométrique inifinitésimale de Kobayashi £, est définie de maniere duale:
Fy(x,v) = inf{\)\| ’3@ € H(A, X) tel que ¢(0) = x et ADp(0) = 1/} .

Sur toutes ces notions, le lecteur intéressé pourra consulter [5, 8, 11, 13, 15].
E. Vesentini [20-22] a montré le théoréme suivant qui définit et caractérise les
géodésiques complexes de X.

TrHEOREME ET DEFINITION 2.1. Soit p: A — X une application holomorphe. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) il existe deux points distincts C et n de I\ tels que
e (9O, o) = ea(Cm) =w(Cm);
(ii)  pour tous les points C et 1) de A, on a:
e (@(Q) > () = ea (€, m) = w(C,m);
(iii) il existe ( € A et v € C (v # 0) tels que
Ey(#(Q), Dp(C) - v) = Ex(C, 0) = [o|(1 = [¢[) 75
(iv) pourtour ( € A et pour tour v € C, on a:
Ey(9(Q), Dp(Q) - v) = Ep(C, 0) = [o](1 = [¢P) 7"

On dit alors que @ est une géodésique complexe de X.
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En particulier, si ¢ est une géodésique complexe de X, ¢ est une application holo-
morphe propre de A dans X, et son image ¢(A) est une sous-variété complexe fermée
de X, analytiquement isomorphe au disque-unité¢ A.

Comme I'a remarqué L. Lempert [16, 17], on peut exprimer ces résultats en utilisant
la notion de rétraction holomorphe. Rappelons d’abord la définition suivante.

Dermnrion 2.2, Soit X une variété analytique complexe et soit p: X — X une application
holomorphe. On dit que p est une rétraction holomorphe si p* = p o p est égal a p.

Il est, bien str, équivalent de dire que p|,, est égal a id|, et H. Cartan [4] a
montré que, si p: X — X une rétraction holomorphe, son image p(X) est une sous-
variété analytique complexe fermée de X. Les relations entre les géodésiques complexes et
les rétractions holomorphes sont résumées dans le théoreme suivant (comparer avec [6]).

TrtorEME 2.3. Soit X une variété analytique complexe et soit V une sous-variété analytique
complexe fermée de X, analytiquement isomorphe au disque-unité /. Les propositions suivantes
sont équivalentes:

(i) 'V est limage d’une rétraction holomorphe p: X — X;
ii) 'V est limage d'une géodésique complexe p: A — X;

(

(iii) cyly = ¢ys

(iv) il existe deux points distincts x et y de V' rels que
exy(x,9) = ¢, (x, )

@) Exlry) = Eps
(vi) ilexistex € Verve T (V), v#0, tels que

E.(x,v)=E,(x, ).

DimonstraTioN. Comme V' est isomorphe au disque-unité A, on sait d’apres la
définition des géodésiques complexes et le Théoreme 3.2 que (1), (i), (iv), (v) et (vi)
sont équivalents. Montrons que () entraine (777). Considérons

VX5,
et poi est égal A id|,. Le fait que les distances invariantes sont contractantes montre
Iinégalité suivante: pour tout x € V, pour tout y € V,
ey (x,9) < epx, 9) < e, 9).

On en déduit I'égalité annoncée.

Réciproquement, montrons par exemple que (i) entraine (7). Soient x et y deux
points de V' tels que cy(x, y) = ¢, (x, ). Soit f: X — A une application holomorphe
qui donne ¢, (x, y), Cest-a-dire telle que

ce(x,9) = ex (f(0), ) =w(F ), £() -
Soit ¢ un isomorphisme analytique de A sur V. Alors go f: X — V est telle que

ey (g(F (), g(F (D)) = ey(x, 9) .
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Mais, comme ¢, (x, y) = ¢, (x, y), on trouve:

oy (gF), g(F D)) = ¢, (x, )

et d’apres le lemme de Schwarz-Pick [5, 11], go f|,, est un automorphisme analytique
de V. Quitte 2 composer & gauche go f avec un automorphisme 4 de V, on obtient

hogofl, =idl,,
et hogof: X — X est bien une rétraction holomorphe de X sur V.

Nous allons maintenant étudier une question un peu plus délicate. Etant donnés
deux points 2 et & de X (resp. @ € X et v € T (X)), a quelle condition existe-t-il une
géodésique complexe p: A — X telle que a et b appartiennent & p(A) (resp. a € p(A),
ve T (p(A))). Nous avons les deux théorémes suivants.

Tutorime 2.4. Soit X une variéré analytique complexe taut au sens de H. Wu [24]. Soient
a et b deux points distincts de X. Pour qu’il existe une géodésique complexe p: A — X telle que
a et b appartiennent a (), il faut et il suffir que

cola, b) = 6,(a, b).

DemonstraTION. La condition nécessaire est évidente. Montrons la réciproque. On
sait d¢ja d’apres P. Kiernan [14] et D. Eisenman [7] que X, qui est taut, est hyperbolique
(i.e.,, que ky est une distance sur X). Du fait que X est taut, on déduit 'existence d’une
application holomorphe ¢: A — X qui réalise exactement 0, (a, b), i.e., telle que si «
et [ appartenant & A sont tels que (o) = a, () = b, on ait:

Sy(a, b) =0, (p(@), p(B) = wla, B).
Soit maintenant f/: X — A une application holomorphe telle que

cy(a, b) =w(f(a), f(b).
L’application f o @: A — A est telle que

w(fle(@), Fe@B) = wla, B).

Clest donc un automorphisme du disque-unité A, et ¢p: A — X est une géodésique
complexe de X.

Ce théoréme admet la variante infinitésimale suivante dont nous laissons la démon-
stration en exercice au lecteur.

TrEoREME 2.5. Soit X une variété analytique complexe taut au sens de H. Wu [24]. Soient
a € X et v un vecteur non nul de T (X). Pour qu’il existe une géodésique complexe p: A — X
telle que a appartienne & (D) et que v appartienne a T (p(N)), il faur er il suffir que

Ey(a,v) = Fya,v).
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3. UNiCITE DES GEODESIQUES COMPLEXES ET DES RETRACTIONS HOLOMORPHES

Dans ce paragraphe, nous allons nous placer dans un domaine convexe borné D de
C” (et méme parfois dans la boule-unité¢ de C”) et étudier le probleme de I'unicité des
géodésiques complexes et des rétractions holomorphes.

Commerngons par les géodésiques complexes. 1l nous faut d’abord remarquer que, si
@: A — D est une géodésique complexe de D, et si f est un automorphisme analytique
de D, pof: A — D est encore une géodésique complexe de D. Aussi, nous définirons
l'unicit¢ des géodésiques complexes de la facon suivante: étant donnés 2 et 6 € D
(resp. a€ D et ve T (D)= C"), nous dirons que ¢: A — D est I'unique géodésique
complexe passant par 4 et & (resp. passant par « et tangente A v) si 4 et b appartiennent
a p(A) (resp. a € @(A) et ve T,(p(A))), et si, pour toute autre géodésique complexe
¥: A — D vérifiant les mémes propriétés, il existe f € Aut(A) tel que ¥ = po f.
En ce qui concerne les géodésiques complexes, les résultats d’unicité sont assez bien
connus. D¢ja dans [17], L. Lempert montre que, si D est un domaine strictement
convexe A frontiere suffisamment réguliere, les géodésiques complexes dans D existent
et sont uniques. En fait, 'hypothese de régularité de la frontiere n’est pas nécessaire et
S. Dineen [5, p. 93] montre le résultat suivant.

TrtoreME 3.1. Soit D un domaine borné strictement convexe (¢ est-a-dire, tel que tout point
x de la frontiére OD de D soit un point extrémal de D). Alors, les géodésiques complexes de D

sont uniques au sens précédent.

Si on consideére la boule-unité ouverte B de C” pour une norme ||-||, E. Vesentini [20-
22] a montré le résultat plus précis suivant. Rappelons d’abord qu’une partiec A de C”
étant donnée, un point x de A est un point complexe-extrémal de A si 0 est le seul
vecteur y de C” tel que x + (y appartienne & A, pour tout ¢ € A.

Trtorime 3.2. Soit B la boule-unité ouverte de C" pour une norme || - ||. Soit x € OB un
point complexe-extrémal de B. Alors,

() =Co
est [unique géodésique complexe de B telle que p(0) = 0, ©'(0) = v.

Considérons maintenant la boule-unit¢é de C” pour une norme || - ||. Soit x € JB.

Comme L. Belkhchicha [1, 2] et G. Gentili [10], on définit

V.={yeC"3r>0 telque V(eC,[{|<r, x+(yeB}.

Comme B est convexe, V.

pas x et dire que x est un point complexe-extrémal de B est équivalent a dire que

est un sous-espace vectoriel complexe de C” ne contenant

V.= {0}. On montre aussi que (x + V.) N B est 'adhérence d’un ouvert convexe L,
de Pespace affine x 4+ V, contenant x.

Considérons une géodésique complexe p: A — B telle que ¢(0) = 0. Soit

Q)= al"
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son développement en série entiere A l'origine. Le fait que ¢ est une géodésique com-
plexe est caractérisé par le fait que

Eg((0), ¢'(0)) = E,(0,¢'(0)) =1,
la,|| = [|¢"(0)]| = 1, Cest-a-dire que ¢'(0)

et, comme E,4(0, ) = |||, Cest équivalent a
appartient 3 0B. L’application

00 =2 =3 a¢r
n=1

est une application holomorphe de A dans B. On déduit de E. Thorp et R. Whi-
tley [19] (voir aussi [8, 10]) que 1) est une application holomorphe de A dans L, C
Ca + V Comme I'a remarqué G. Gentili dans [9, 10], dés que V est dlfferent de
{0}, les geodeﬂqueS complexes ¢: A — B telles que ¢(0) =0, ¢ (0) = 4, ne sont pas
uniques.

Nous allons maintenant étudier I'unicité des rétractions holomorphes et nous allons
montrer le théoréme suivant.

Tutorime 3.3. Soit p: A — B une géodésique complexe de B telle que p(0) = 0,
©'(0) = x € OB. Pour tout z € Cx ® V,, soit p(z) = t(2)x la projection sur Cx parallélement
a V.. Enfin, soit p une rétraction holomorphe sur o(N). Alors, pour tour z € Cx @V,

pla) = ¢ (t(2)) .

En particulier, si V,_est un supplémentaire de Cx, il existe une et une seule rétraction holomorphe

sur p(A).

DimonstraTion. Soit £ = Cx & V.. Soit z € E. On écrira 2 = (g, , 3,), ol g, € C,
z € V_et z=2zx+ 3. On déduit du fait que B est convexe que BN E contient
Iensemble des points z = (z, , 2,), oil 2, € A et 3, € U, ot U est un voisinage de 0

dans V.
Pour z = (z,, 0), il est facile de voir que

p(2) = p(z) = (#(2)) .

Mais ¢|,,,, est une application holomorphe de A x U dans A telle que #(z, , 0) = z,.
Par suite, d’apres T. Franzoni et E. Vesentini [8] (voir aussi [23]), #(z, , 5,) = 7, et le
théoréme s’en déduit.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant qui généralise

G. Genudili [10].

Tutorime 3.4. Soit B la boule-unité ouverte de C* pour une norme || - ||,
soit h: N — V_une application holomorphe. Alors si lapplication ¢: N — C” définie par
©(Q) = Cx + h(Q) envoie A\ dans B, @ est une géodésique complexe de B.

DimonstraTion. On sait que ¢ — ¢ (¢) = (x est une géodésique complexe de B.
Il existe donc une application holomorphe f: B — A telle que

21— ¢, (f(2)
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soit une rétraction holomorphe sur ¢ (A). Comme nous I'avons déja vu, pour tout
z€Cxa V, f(2) = 5. Comme / envoic A dans V,, pour tout z € Cx& V,, on a:
o(f(2)) = z,x + h(z)). Il est facile alors de vérifier que (p Of)2 =@of. Ainsi, pof

est bien une rétraction holomorphe sur ¢(A). Le théoréme est démontré.

4. RETRACTES HOLOMORPHES DE DIMENSION 1 ET DISTANCES INVARIANTES

La généralisation naturelle du travail précédent est, étant donnée une variété analy-
tique complexe X, de chercher les rétractions holomorphes dont I'image est une sous-
variété analytique complexe de dimension 1. On montre facilement le théoréme suivant.

Tutorime 4.1. Soit X une variété analytique complexe simplement connexe et hyperbolique.
Soit p: X — X une rétraction holomorphe et supposons que p(X) soit de dimension 1. Alors,
p(X) est analytiquement isomorphe au disque-unité .

Si X n’est pas simplement connexe, et si V' est une sous-variété analytique complexe
de dimension 1 de X, nous allons étudier & quelle condition il existe une rétraction
holomorphe p de X sur V. Nous étudierons ensuite le probléme un peu plus général
suivant: étant donnés une variété analytique complexe V' de dimension 1, un point x
de X et un vecteur » de 7 (X), existe-t-il une rétraction holomorphe p: X — X telle
que p(X) soit une sous-variété de X isomorphe 2 V, que x € p(X) et que v € T (p(X))?

Pour cela, nous allons définir deux nouvelles pseudométriques invariantes, une de
type Carathéodory, l'autre de type Kobayashi. Soit V' une variété analytique complexe de
dimension 1 et soit v un point de V. Supposons V' muni d’une métrique infinitésimale
invariante . Ceci signifie en particulier que, pour tout # € V, a(#, -) est une norme
sur 7 (V), et que, si f: V — V est une application holomorphe, on a, pour tout
ue 'V, pour tout U € T (V),

oz(f(u), Df (u) - U) <alu, U).

Soit X une variété analytique complexe et soit x € X. On définit une pseudométrique de
type Carathéodory sur X de la facon suivante: pour tout z € X, pour tout Z € 7 (X),
on pose

E)}/’x”(z, Z)= sup a(f(z) , Df(2) - Z) .
' FEH(X, V)
f)=v
De méme, on définit une pseudométrique de type Kobayashi en posant, pour tout

z € X, pour tout Z € T (X),

F'z, Z)= inf ,U),

o (2, Z) ek a(u, U)

f)=x

pour tout les € Vet les U € T (V) tels que f(#) =z et Df(u) - U = Z.

On vérifie que l'on a, en particulier

Egyv(z Z) = ny,’,,”(z, 2) =alz, 7).
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Dans le cas ot V est le disque-unité A, pour la pseudométrique de type Carathéodory,
on trouve simplement que

Eg’(z, Z) = Ey(z, 2).
Pour la pseudométrique de type Kobayashi, on a:
Fo%(2,2) > Fy(z,2) et Fp(z,2) = Fylz, 2).

On montre alors facilement la proposition suivante.

>V

Prorosrtion 4.2. E; Vet FXVx sont des pseudomérriques infinitésimales invariantes pour les

applications holomorphes pointées, c'est-a-dire que, si f: X — Y est une application holomorphe
telle que f(x) = y, on a, pour tout z € X, pour tout Z € T,(X),

Ey'(f(2), Df(2) - Z) < E{N(2, 2),  Fy'(f(2), Df(2) - Z) < FY'l(z, Z).

) )

De plus, pour tout z € X, pour tour Z € T, (X),
v, v,
Ey iz, 2) < Fyl(z, 7).
Nous pouvons alors montrer le théoréme suivant.

Tutorime 4.3. Soir X une variété analytique complexe, soit V' une sous-variété analytique
complexe taut de dimension 1 de X et soit v € V. Pour que V soit limage d’'une rérraction

holomorphe p: X — X, il faut et il suffit que, pour tour Z € T,(V),
ESN 0, Z)=E) ! (v, Z) = alv, Z).
DémonstraTion. Sil existe une rétraction holomorphe p: X — V, et en considérant
linjection 7 V — X, on obtient
E‘K’:(v, 7) < E)K’y”(z, 7)< E‘K’:(v, Z)
ce qui montre ['égalité annoncée.

Réciproquement, si I'égalité précédente est vérifiée, comme V' est taut, pour tout

Z # 0, il existe une application holomorphe f: X — V telle que f(v) = v et que
E; (v, Z) =a(f(v), Df(v)- Z) .
Comme Ey (v, Z) = E}'!(v, Z) = a(v, Z), l'application f est telle que
a(f), Df () - Z) = alv, 2).

Comme 7,(V) est de dimension 1, ceci entraine que Df(v) - Z = ¢’ Z. Mais, d’apreés
H. Cartan [3], ceci entraine que f|,, est un automorphisme analytique de V. Soit

g: V. — V Tlinverse de f],, et soit p = go f. Alors p est bien une rétraction
holomorphe de X sur V.

Comme dans le cas du disque, en utilisant les deux pseudométriques que nous venons
de définir, on peut aussi donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une
rétraction holomorphe sur une sous-variété isomorphe a V.
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TrtoriME 4.4. Soient X et V' deux variétés analytiques complexes taut, et supposons que V'
soit de dimension 1. Soient z € X, Z un vecteur non nul de T, (X) et v un point de V. Pour
qu’il existe une rétraction holomorphe p: X — X telle que z € p(X), Z € T, (p(X)) et qu’il
existe un isomorphisme analytique de p(X) sur V' qui envoie z sur v, il faur et il suffir que

Ey Nz, 2) = F{ (2, 7).

DémonstraTiON.  Remarquons d’abord que, comme X et V' sont taut et hyper-
boliques et que (v, U) # 0 dés que U est non nul, on a, pour tout Z # O,
Flz, Z) #0.

S’il existe une rétraction holomorphe p: X — X telle que (p(X), 2) soit isomorphe
a (V, v), Dégalité EXV”Z”(Z, Z) = F;’Z”(z, Z) se déduit du fait que E‘I//: = F‘Z’y” = q.

Réciproquement, supposons que E)Z’z”(z, 7)) = F)Z’z"(z, Z). En uiilisant le fait que
V' est taut, on peut construire une application holomorphe i: V — X telle que i(v) = =z
et que F)Z’Z”(i(v) , Di(v) - U) = a(v, U). Ensuite, en utilisant le faic que V' est taut, on
construit une application holomorphe f: X — V telle que f(2) = v et que

Ey Nz, 2) =a(f(2), Df(2) - Z) .

Il est clair que f o7 est une application holomorphe de V' dans V telle que (f o i)
(v) = v et que, pour tout U € 7,(V),

a((fo )(v), D(f o i)(v) - U) =a(v, U).
Comme V' est de dimension 1, on en déduit que D(f o ))(v) - U = U, Par le

méme argument qu'au théoréme précédent, on montre que f o7 est un automorphisme
analytique de V. Soit gt V — V l'inverse de f o4, et soit p = 7o go f. Du fait que
foiog=idl|,, on déduit que p* = p, et p est bien une rétraction holomorphe de X
sur V. Le théoréme est démontré.

Remarque. Contrairement A ce que nous avons fait dans le cas du disque-unité, nous
sommes obligés dans notre construction d’utiliser une métrique a point base. Clest dt
au fait que nous voulons prendre des limites de suites de fonctions holomorphes a
valeurs dans V' (ou dans X) et pour étre sir que la suite (f) n’est pas compactement
divergente, il faut supposer que, pour au moins un point x, la suite (f,(x)) reste dans
un compact. Dans le cas du disque, on pouvait toujours se ramener a cette condition,
quitte & composer f, avec un automorphisme g, bien choisi de A. Ici, ce n’est pas

possible en général, car V' n’est pas homogene, ce qui explique notre construction.

5. ExempLEs

Dans I'exemple que nous allons traiter, nous allons prendre pour V' le disque épointé
D = A\ {0}. Nous considérerons sur D la métrique infinitésimale de Carathéodory
que nous noterons simplement « et comme les fonctions holomorphes bornées sur D
se prolongent & A, on sait que, pour tout z € D, pout tout v € C,

alz, v) = |v|(1 — |z\2)_1 .
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Nous allons prendre pour X le disque-unité ouvert A. Nous avons la proposition
suivante.

Prorosrrion 5.1. Fg:j(z, Z)=\Z|(1 - g7}
Rz, 2) = (~2|a|Loglal(1 — |a") ") - |1ZI(1 — |2/) "

En ce qui concerne les rétractions holomorphes, nous allons considérer une
couronne

C=C ={zeClr<|z[ <1}

et étudier les rétractions holomorphes de dimension 1 de A x C. En utilisant le
revétement universel A x A de A x C, on montre que les images des rétractions
holomorphes de dimension 1 dans A x C sont isomorphes & A ou C. On en déduit
les deux théorémes suivants.

Tutorime 5.2. (1) Si Ex(x, v) > F.(y, w), alors il existe une rétraction holomorphe
p: Ax C— A x C telle que (x, y) € p(A x C) et que (v, w) appartienne a l'espace tangent
TOW) (p(A x ©)). De plus p(A x C) est analytiquement isomorphe au disque-unité A;

(i) si F(y, w) > Ex(x,v) > E.(y, w), il nexiste pas de réraction holomorphe
p: A x C — A x C telle que (x,y) € p(A x C) et que (v, w) appartienne a lespace
tangent T(w)(p(A x O));

(i) sz E.(y, w) > Ex(x, v), il existe une rétraction holomorphe p: A x C — A x C telle
que (x, y) € p(A x C) et que (v, w) appartienne & l'espace tangent T, ,(p(A x C)). De plus,

son image est analytiquement isomorphe a C.

x,)

Tutorime 5.3. (1) Si ca(xy, %) > 6.0p>0)s il existe une rétraction holomorphe
p: Ax C— A x Ctelle que (x,, y,) et (x, , y,) appartiennent a p(A x C);

(i1) si 6Oy > 3y) > ea(xys %) > ¢y > )» alors il n'existe pas de rémraction holomorphe
p: Ax C— A x Crelle que (x,, y,) et (x,, y,) appartiennent a p(A x C);

(i) 57 co(yy > 3y) > ealxy > %)), il existe une rétraction holomorphe p: A x C — A x C
telle que (x, , y,) et (x, , y,) appartiennent a p(A x C).
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