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Meccanica dei solidi. — Sulla flessione elastica delle travi in c.a. in presenza di fes-
surazione. Nota (¥*) di Mario Como, presentata dal Socio E. Giangreco.

ABsTRACT. — On the elastic flexure with cracking of reinforced concrete beams. A theory of the elastic
flexure of reinforced concrete beams in presence of cracking is thoroughly developed. The mean curva-
ture between the cracks is evaluated and the differential equation of the flexure of the reinforced con-
crete beams in presence of cracks is obtained. The various numerical applications show agreement with
the test results.

Key worps: Elastic flexure; Reinforced concrete cracking; Reinforced concrete beams.

Riassunto. — Viene formulata una teoria della flessione delle travi in cemento armato in presenza di
fessurazione. Si esamina ’effetto del «tension stiffening» e, attraverso un processo di omogeneizzazione,
si valuta la curvatura media tra le fessure. Si perviene cosi all'equazione differenziale della flessione ela-
stica delle travi fessurate. Le applicazioni numeriche svolte vengono confrontate con le risultanze
sperimentali.

1. INTRODUZIONE

E noto come gli attuali acciai da c.a., caratterizzati da elevate resistenze, consento-
no I'adozione di elevati tassi di lavoro in condizioni normali di esercizio. Cid compor-
ta la presenza di lesioni nelle membrature e, di conseguenza, la necessita del loro con-
trollo in modo che esse risultino quanto pit possibile sottili. Emerge nel contempo la
richiesta della messa a punto di pill precise analisi in grado di valutare le deformazioni
delle travi in presenza di fessurazione e, per le strutture iperstatiche, gli stessi stati di
sollecitazione interna che, con lo sviluppo della fessurazione, evolvono col crescere dei
carichi. Numerosi sono gli studi indirizzati su tale problematica, di grande importanza
per I'analisi del comportamento delle strutture in c.a.: studi caratterizzati, peraltro, da
una grande varietd di ipotesi e risultati differenziati [2, 6, 7, 9-11].

In tale contesto, sviluppando una analisi in grado di predire la graduale riparteci-
pazione del calcestruzzo ad assorbire trazione tra le fessure, viene formulata una teoria
della flessione delle travi in cemento armato in presenza di fessurazione. Si perviene
cosi ad una equazione differenziale della flessione elastica delle travi fessurate valutan-
do, attraverso un semplice processo di omogeneizzazione, la curvatura media tra le
fessure. I legami costitutivi usati sono quello elastico lineare per I’acciaio, quello linea-
re con possibilita di rottura a trazione per il calcestruzzo, e quello bilineare tra la ten-
sione tangenziale di aderenza e lo slittamento tra barre di acciaio e il calcestruzzo con-
finante. Quest’ultimo legame contempla, in accordo con le esperienze, la presenza di
una prima fase di perfetta aderenza e di una successiva fase elastica lineare tra slitta-
menti e tensioni tangenziali addizionali. I risultati ottenuti trovano riscontro con le
numerose risultanze sperimentali e le indicazioni fornite in merito da varie normative
nazionali ed internazionali [1, 3, 5, 8, 9].

(*) Pervenuta all’Accademia il 25 giugno 2002.
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2. SLITTAMENTI ELASTICI TRA ACCIAIO E CALCESTRUZZO

Per l'acciaio e per il calcestruzzo compresso si assume una relazione elastica linea-
re tra tensioni e deformazioni. E ammessa invece la possibilita della rottura a trazione:

la resistenza a trazione del cls ¢ indicata con o ,. Per caratterizzare I’evoluzione delle

ot
condizioni di aderenza tra acciaio e cls, in conformita con i risultati sperimentali, si as-
sume un legame costituito da una prima fase di perfetta aderenza, quindi con scorri-
menti nulli, fin quando la tensione tangenziale risulta inferiore ad un definito valore
T, (fig. 1). Successivamente, per T > T {, si assume invece che si producano scorrimenti
proporzionali alla differenza (7 — 7). Tale fase, linearmente elastica per incrementi di
sollecitazione, termina quando la tensione tangenziale tra barre e cls raggiunge un va-
lore limite T,. Le tensioni tangenziali tra acciaio e cls saranno quindi limitate dall’esse-
re T<T, (fig. 1). Si osserva che per cls di media resistenza, la tensione tangenziale li-
mite 7, ¢ dell’ordine della resistenza a trazione o ,, mentre quella 7, ¢ una frazione
della resistenza a compressione. Per 7T, <7 <T, si ha quindi la relazione di
elasticita

(1) T-7,=Gy

dove G rappresenta il modulo di elasticita allo scorrimento elastico, relativo al tratto
lineare con 7>7;. Nella (1) y & lo scorrimento che si sviluppa tra barre e cls, pari a
) y =s/4

se s indica lo slittamento tra barra e calcestruzzo e A4 ¢ la distanza tra 1’asse della barra
e le fibre di cls a contatto con I'acciaio. Pud porsi d’altra parte

() A=d./2
se d, & il diametro della barra compreso lo spessore dei risalti. E quindi
2" y=2s/d,.

Lo scorrimento limite y,, in corrispondenza del quale viene raggiunto lo stato
plastico di slittamento, cio¢ la tensione 7, per barre nervate e calcestruzzi di media
resistenza (R = 300 kg/cmq)), risulta all’incirca v, = (s/d)y=1,5% [11]. Inoltre,
sempre per calcestruzzi di media resistenza, risulta all'incirca 7,=30kg/cmq e
To=100 kg/cmq [11].

Gcir

Fig. 1.
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Fig. 2.

Si consideri ora un tratto di trave in c.a. soggetto ad una forza di trazione
ovvero a un momento flettente costante (fig. 2).

Al crescere dei carichi, ad un dato istante e in un certo numero di sezioni, si pro-
duce la fessurazione. Nel caso del tirante in c.a. la forza di trazione N, che produce la
fessurazione vale

(4) Nf: Ocrt(Ac+ nAS)

mentre nel caso dell’elemento inflesso il momento flettente M, di fessurazione
risulta

(5) Mf =0y %
dove ], ¢ il momento di inerzia della sezione integra di cls e con I’acciaio omogeneiz-
zato in cls e x; & la distanza del bordo teso dal baricentro della sezione integra. Subito
dopo il comparire delle lesioni, nelle sezioni fessurate le fibre di cls non sono pit sog-
gette a tensione. In queste sezioni tutto lo sforzo di trazione richiesto ¢ quindi tra-
smesso dalle sole barre di acciaio. Queste si deformeranno, a differenza delle adiacenti
fibre di cls che sono ivi scariche, e tenderanno a svilupparsi differenti dilatazioni e
quindi scorrimenti tra barre e cls. Sulla superficie laterale delle barre tese il cls eserci-
tera quindi delle azioni tangenziali 7 che riducono le sollecitazioni di trazione nelle
barre man mano che ci si allontana dalla sezione fessurata. Sollecitazioni 7, eguali ma
opposte in verso, saranno quelle di reazione esplicate dalle barre sul cls: queste co-
stringono gradualmente il cls ad assorbire di nuovo sforzi di trazione. La tensione di
trazione nelle sezioni di cls deve quindi crescere man mano che ci si allontana dalla se-
zione fessurata e in un’altra sezione, posta ad una definita distanza A dalla prima, puo
venire di nuovo raggiunta la resistenza a trazione o, del cls proprio all’atto del so-
praggiungere della prima fessurazione. Piccole variazioni delle caratteristiche di resi-
stenza del calcestruzzo possono condurre a una distribuzione pitt o meno disordinata
delle lesioni tra loro. E possibile perd che si produca, in presenza di resistenza costan-
te del materiale, una sequenza regolare di lesioni la cui distanza A costituisce un pa-
rametro di riferimento e di confronto nell’analisi della fessurazione degli elementi
in c.a.

Per la valutazione dell’ampiezza delle fessure, cosi come della relativa suddetta di-
stanza A, occorre in primo luogo individuare lo stato di sollecitazione presente nell’e-
lemento tra due fessure contigue. A tal fine occorre considerare anzitutto, nell’intorno
della sezione fessurata, I’equilibrio di un piccolo tratto di barra con sezione di area w g
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e diametro dg, e della lunghezza dz. Si ha allora immediatamente la condizione

d, do,

4 dv
se 7 & la tensione tangenziale che agisce sulla superficie esterna delle barre, eguale ed
opposta a quella T che si esercita sulle adiacenti fibre di calcestruzzo. Risulta quindi
7= —T. Per T> T, tale tensione tangenziale 7 ¢ funzione dello scorrimento y che si
produce tra acciaio e cls. Quest’ultimo si esprime quindi come

(6) T=

Wy = Wy

A
se w, e w, indicano rispettivamente all’ascissa z lo spostamento assiale nella generica
sezione della barra e quello delle fibre adiacenti di cls e 4, come prima definito, & pari
all’incirca al semidiametro esterno della barra, ivi compreso lo spessore del risalto. De-
rivando la (2") si ha quindi

(21/) y =

dy  &,(2) —e,(2)

dz A

dove ¢, ed ¢, rappresentano all’ascissa z la dilatazione dell’acciaio e quella delle fibre
di cls a contatto con la barra di acciaio. Il legame costitutivo tra 7 e y & quello prima

(2//’)

discusso. Va peraltro osservato che la tensione tangenziale si annulla sull’asse di sim-
metria dell’elemento fessurato di lunghezza L. Poiché gli scorrimenti elastici sono poi
crescenti dal centro dell’elemento verso le lesioni, lo stato di perfetta aderenza si loca-
lizzera allora nell’intorno infinitesimo della sezione di mezzeria posta tra due fessure
contigue. In tutto il tratto L di barra posto tra tali due lesioni, tranne che nella mezze-
ria, vale quindi la relazione di elasticita (1) e quindi risulta

(1" f—?lzg(wj—wd).
Derivando la (1) si ha allora
(1" fl—; :%(85—85,).
Tenendo conto della (6) e del fatto che ¢ T = —7, la sostituzione nella (1”) delle re-
lazioni di elasticita
(7) o,=Ee¢, o,=E,¢c,

fornisce in definitiva

(8)

Z de _Z E_Ed

d, d*o, @(m oa)

Occorre ora determinare la relazione che mette in correlazione la tensione di tra-
zione 0, che si esercita nelle fibre di cls adiacenti alle barre con la tensione o, nell’ac-
ciaio. Tale correlazione viene immediatamente ritrovata per il gid noto problema del
tirante (cfr. ad es. [10, 11]), ma richiede una analisi pitt complessa per il caso dell’ele-
mento inflesso e che viene qui sviluppata. E utile pertanto premettere lo studio del ti-
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rante in c.a. per poter poi istituire il confronto con il pitt complesso problema dell’ele-
mento inflesso che in questo lavoro trova piena soluzione.

3. Lo STATO DI SOLLECITAZIONE TRA LE FESSURE

3.1. I/ caso dell’elemento teso.

In questo caso, a fessurazione avvenuta, nelle sezioni fessurate e nelle aree metalli-
che c’¢ solo la trazione:
N
A
Nelle altre sezioni, invece, anche il cls partecipa all’assorbimento della forza di tra-
zione N applicata. Nella generica sezione dell’elemento posta all’ascissa z tra due fes-
sure contigue si ha quindi

(10) N=o (A +0,z) A (0<z<L/2).

Da tale condizione di equilibrio si ricava la relazione tra la tensione o, (z) nel cls
teso e quella o ,(z) nell’acciaio: si ha infatti

9) 0.(0) = N> N,

5

(11) 0,= —0,(2)

A, A
Con la sostituzione della (11) nella (8) scaturisce quindi I’equazione differenziale
determinatrice della tensione nell’acciaio variabile tra le fessure

d’o, 8 G

(12) e —oNo, = _d_SZEXNO.S(O)
dove

_ G
(13) dsQN_z\/z\/F(l_'—XN)
e
(14) _

XIN= AC =nu

se u ¢ la percentuale di acciaio nella sezione del tirante. La quantita y y esprime il rap-
porto tra la rigidezza della sezione resistente fessurata e quella della sezione non fessu-
rata di solo calcestruzzo. La funzione incognita o ,(z) deve inoltre soddisfare alle con-
dizioni ai limiti

2—L/2

(15) of(0)=Aﬂj lim 7(z) =7,.

La prima delle (15) determina il raccordo della o,(z) con la sollecitazione presente
nell’acciaio nella sezione fessurata; la seconda ¢ motivata dal fatto che lo stato di per-
fetta aderenza interessa solo un tratto infinitesimo dell’elemento intorno la sezione di
mezzeria.
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3.2. 1] caso dell’elemento inflesso.

Nella sezione fessurata, indicata con z =0, lo stato di sollecitazione ¢ rappresenta-
to da una distribuzione di sollecitazioni variabili linearmente lungo la sezione reagen-
te, costituita dal cls compresso superiore, dall’eventuale acciaio compresso, e dall’ac-
ciaio teso (fig. 3). Risulta nella sezione fessurata e quindi per z =10

(16) o0 =nMz  M=M).

A partire dalla sezione fessurata lo stato di sollecitazione presente nelle sezioni, in-
dicato con X ed equivalente alla coppia flettente M, varia con z. La zona compressa e
la zona tesa della sezione interesseranno le profondita x,(z) e x,(z). Sono assunte posi-
tive le sollecitazioni di trazione e le ascisse x dove si esercita trazione.

La sollecitazione presente nell’acciaio teso vale 0(z) e la trazione presente al bor-
do inferiore di cls della sezione & indicata con o ,(z). Lo stato di sollecitazione X &
quindi individuato dalle seguenti quattro funzioni

(17) o ()/m, o,(), olx,2), x().
Nelle (17), cosi come nelle relazioni precedenti, i pedici s, ¢, cz, relativi alle gran-

dezza o ed x, indicano rispettivamente I’acciaio teso, il calcestruzzo compresso ed il
calcestruzzo teso. Le due equazioni di equilibrio

(18) [o.da=0  [oxda=M

A A
unitamente alla (8) non sono quindi sufficienti alla determinazione dello stato di solle-
citazione presente tra le fessure. La distribuzione > pud d’altra parte considerarsi co-
stituita dalla somma di due diverse e particolari distribuzioni: una primearia X* ed
un’altra secondaria 2* e quindi ottenuta come (fig. 4)
(19) >=3r+3"

Gli apici p ed s nelle (18) indicano rispettivamente lo stato primario e lo stato se-
condario di sforzo nella sezione. La distribuzione primaria 2?7, conseguente all’azione
di incurvamento dell’elemento prodotto dall’allungamento delle barre di acciaio, 7:-
flette lo stato di sollecitazione presente nella sezione fessurata z =0 e sara quindi co-
stituita da sforzi di compressione nel cls e di trazione nelle sole aree metalliche. Nella
o, & stato omesso il pedice p in quanto solo nello stato primario c’¢ tensione nell’ac-
ciaio teso.

Gelol aelzi

%m )M
oslzlln’ifiz*

z Cctiz}

a3
i
=] =]

agfal/n

Fig. 3.
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Fig. 4.

Tale distribuzione X7 avra quindi andamento lineare come rappresentato nella
fig. 4; il relativo asse neutro, che separa la zona superiore compressa di cls da quella
inferiore in cui & invece reagente solo I'area di acciaio, & posto alla stessa distanza
x.(z) dell’asse neutro relativo alla stato di sollecitazione complessivo. In generale, lo
stato di sollecitazione primario & quindi costituito da una distribuzione lineare di
sollecitazioni

O, P
P = _5
(20) o= —

><|><

s

dove I'ascissa x” & positiva se relativa a punti posti sotto I’asse neutro. La (20) & defini-
ta nel dominio A? costituito dal calcestruzzo e dalle aree equivalenti di acciaio com-
presso, poste al di sopra dell’asse neutro e dall’acciaio teso omogeneizzato in cls.

In linea con quanto si verifica per il caso del tirante, la componente secondaria X°
sara invece rappresentata da una distribuzione di sollecitazioni che si attivera in tutta
la sezione di solo cls e sara caratterizzata dalla presenza di trazione nella zone inferiore
della sezione, attivata dagli scorrimenti che avvengono tra le barre tese e le fibre adia-
centi di cls.

Nella sezione di solo cls le tensioni X' si annulleranno quindi in corrispondenza
dell’asse neutro che ¢ sempre quello relativo alla stato di sollecitazione complessivo.
Lo stato di sollecitazione secondario ¢ quindi costituito da una distribuzione lineare
di sollecitazioni descritta dalla relazione, analoga alla (20)

(21) O'szafffc_

ma definita nel dominio A* costituito dall’area di solo cls della sezione. Con tale de-
composizione dello stato di sforzo risultera allora complessivamente al bordo superio-
re compresso

(22) acz—(% +oa)u.

Xs

La (22) costituisce la quarta equazione necessaria per la soluzione del problema
utilizzando la (8) e le (18). In definitiva quindi lo stato di sollecitazione primario e
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quello secondario vengono quindi rappresentati attraverso le distribuzioni di
sforzi

(17") ol = 2x—p,xPeAP a"[=odx—j,x5e/1‘
n X, X,

tale che

(23) o,=0b(x?)+0ol(x’).

Si ha allora dalla prima delle (18)

(24) N,+N,=0

dove

(25) Nr=Zigr Nz Zegs

X, X,
con
(26) Si=[xrda S;=[xda.
A? A

Di regola risulta S7 < 0 e con la prima delle (25) ¢ anche N? < 0. Di conseguenza
dalla (24) risulta N* > 0. Lo stato di sollecitazione primario & quindi costituito da una
pressoflessione applicata sul dominio A” mentre quello secondario da una tensofles-
sione sul dominio A°. Lo stato di tensoflessione su A* per z— 0 converge a zero, men-
tre quello primario di pressoflessione si porta sullo stato di sollecitazione di flessione
(16) presente nella sezione fessurata. La condizione di equilibrio alla rotazione intor-
no all’asse neutro, costituita dalla seconda equazione delle (18), se si pone

Iy _ I
(27) dr= 5 d = 5
con
(28) P = j XA Ji= j x2dA
Ar s
fornisce inoltre
(29) M+ M =M
dove si & posto
(30) M =N*d* M?=N?dr,

I momenti M? e M* rappresentano le quote della coppia flettente agente sull’ele-
mento assorbite dagli stati di sollecitazione primario e secondario. Le forze assiali ec-
centriche N? ed N*, eguali ed opposte, distanti rispettivamente d? e d° dall’asse neu-
tro, equilibrano con i bracci d” e d° la coppia flettente agente. Dalle (27) si riconosce
che d? <0, cioé che N? ¢ situato sopra I'asse neutro, e d°> 0.

La profondita dell’asse neutro sara in generale variabile con z ed il problema
della determinazione delle quattro funzioni (17) diventa particolarmente complesso.
La soluzione effettiva del problema pud pero essere agevolmente ottenuta ap-
prossimando gli stati di sollecitazione primario e secondario, rispettivamente di
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pressoflessione e di tensoflessione, con stati di sollecitazione puramente flessio-
nali.

Lo stato di sollecitazione primario & di semplice flessione nella sezione fessurata e
si approssima alla flessione nell’intorno delle fessure. Le distanze d” e d°, tra i centri di
pressione e di trazione e i relativi assi neutri, possono allora essere considerate appros-
simativamente illimitate e gli sforzi assiali praticamente zero. Per I'equilibrio varra
d’altra parte sempre la (29). In conseguenza delle (25) risultera allora all’incirca
G1) SP=0 §,=0.

Nelle sezioni dell’elemento comprese tra le lesioni gli stati di sollecitazione prima-
rio e secondario saranno quindi approssimativamente rappresentati da distribuzioni
lineari di sollecitazioni che si annullano in corrispondenza dei relativi assi neutri bari-
centrici dei relativi domini A? e A°. La distribuzione delle sollecitazioni relative allo
stato primario tra le fessure riprodurra quindi fedelmente la distribuzione delle ten-

sioni presente nella sezione fessurata e la tensione nell’acciaio o(z) sara quindi
(0<z=<L/2)

(32) - = —X,.

Considerando allora nota la funzione ¢ ,(z), la quota primaria del momento flet-
tente agente M risulta

(33) M?(z) =

dove X, e | rappresentano rispettivamente la distanza delle armature inferiori dall’asse
neutro baricentrico e il relativo momento di inerzia della sezione reagente, che & anco-
ra quella relativa alla sezione fessurata z = 0. Il momento flettente corrispondente allo
stato secondario di conseguenza risulta

0,(2)

(34) M’ (z) =M —

Rl f—

La tensione di trazione o, (z) nella fibra estrema di cls corrispondente allo stato di
sollecitazione secondario, in conseguenza della seconda delle (31), risulta

M’ (2)
dove x,, e ] rispettivamente rappresentano la distanza del bordo inferiore dal baricen-

tro della sezione di solo cls ed il relativo momento di inerzia. Utilizzando la (34) si ha
allora, in stretta analogia con la (11) relativa al tirante,

Xy 0,(2) ]
(36) 0,(2) = T[M_ x|
La (36) costituisce la nuova relazione che lega la tensione di trazione nella fibra in-
feriore di cls con la sollecitazione nell’acciaio teso: in questa figurano, a parte la 0 ,(2),
quantita che non variano con z. La sostituzione della (36) nella (8) fornisce la semplice

(35) 04(2) =

Xet
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equazione differenziale lineare a coefficienti costanti, del tutto simile alla (12)

d*o, G
dove
G
(38) dooy= ZV_\/F (1+xu)
c
(39) ay= Lk
X ]

a (37) & associata alle condizioni al contorno, analoghe alle (15),

(40) o,(0) = ”ME lim z(z) =17,.
z2—L/2

Le soluzioni della (15) e della (37) sono pertanto formalmente eguali e risulta

47, sinh 0z

0,(2) =— 7o Coshﬁ — &) 0,(0) coshpz(1 — tghBtghoz) + &o (
x4t 47, sinhgz  0,(0) B B
41 o,2)= % do coshp +— &[1 — cosh pz(1 — tgh Stghoz)]
h d, .
(z) =1, cosnez —QOS(O)(l — &)(sinh oz — tgh B cosh pz)
cosh 3 4
con
(42) B=oL/2
dove
_ X

(43) =T1+v vl

Le (41) descrivono completamente lo stato di sollecitazione tra le fessure sia per
I’elemento teso che per I'elemento inflesso in c.a. Nel caso del tirante infatti si dovra
assumere 0 = @ y con @ y definito dalla (13) e con la quantita y 5 definita dalla (14).
Nel caso di elemento inflesso dovra invece assumersi @ = @ con @y definito dalla
(38) e con la quantita y , definita dalla (39). In entrambi i casi la 0, cresce monotoni-
camente verso il centro dell’elemento a partire dalle sezioni di estremita fessurate.

4. DISTANZA TRA LE LESIONI

All’atto della fessurazione, e quindi con
(44) 0,(0) =040)

la funzione o ,(z), ora determinata, descrive per 0 <z < L/2, il graduale riprodursi
della sollecitazione di trazione nelle fibre di calcestruzzo nel tratto di elemento di tra-
ve, teso o inflesso, compreso tra due fessure contigue e distanti L tra loro. Nella (44)
0 #(0) indica la tensione nell’acciaio teso nelle sezioni fessurate e all’atto della fessura-
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zione e quindi pari rispettivamente a

_N My
(45) 04(0) = 4 @ o4(0) = nTxx

a seconda che si tratti di elemento teso o di elemento inflesso e con Nye M, forniti dalle
(4) e (5). E allora possibile che, all’atto del formarsi di due lesioni alla distanza L, si
raggiunga di nuovo in una sezione intermedia tra queste la resistenza a trazione del cls.
Si forma cosi istantaneamente una nuova lesione. Si sviluppera allora una distribuzio-
ne regolare di lesioni aventi tutte la stessa distanza A tra loro quando si raggiunge di
nuovo la resistenza a trazione del cls nella sezione di mezzeria tra due lesioni distanti L
tra loro. Dalla seconda delle (41) ponendo allora

A

L
6 =)==
(46) z 3
risultera in generale
x 41, 0 (0) 1
= hol + l— ——|=0,.
47) n d.o rgne n E( cosh Q/l) i
In particolare per il trrante risulterd
N 47, tghoyd  0400)
47 Ay 47y tghoyt | 9y 1 .
n Oy er N n0o gy COShQ N/l

Poiché d’altra parte risulta

O'Xf(O) B

la (47’) si semplifica e riesce

. 0y |G 1 (1
hoyA=212 d ——(—+1)
“9) StEneN \/_411 E, XN\XN

da cui si ricava facilmente la distanza 1. Dall’ispezione della (49) si riconosce imme-
diatamente che la distanza A tra le lesioni nella schiera regolare standard cresce con il
crescere:

— della resistenza a trazione o, del cls

— del modulo di elasticita di scorrimento G tra acciaio e cls

— del diametro delle barre d,.

La distanza A decresce invece al crescere:

— della tensione tangenziale limite dello stato di perfetta aderenza 7,

— della percentuale di acciaio u

— del coefficiente di omogeneizzazione 7.

Nel caso di elemento inflesso si ha analogamente

47, tghoyl . 0 4(0) B 1 .
M n0 gy dsQM n0 oy ( COShQM). ) o

(50)

Per il resto valgono le stesse considerazioni prima formulate per il tirante circa
I'influenza che esercitano sulla distanza A i diversi parametri geometrici e meccanici
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dell’elemento. In ogni caso la (50) pit esplicitamente puod essere scritta anche
come

no [G [ 1 1\ Ja/x 1
= = — - 1- :
51 tghow? zvz%JE,/HXM[(HXM) s CoshQMl)}

Si evince quindi, sulla base delle precedenti considerazioni, che la distanza 4 cre-
sce con il crescere di 0, di G e di d, e decresce al crescere di 7, e della percentuale di
acciaio u: cio si verifica in quanto al crescere di u cresce il rapporto J/x, e quindi la
quantita y .

Si effettua ora un confronto tra la lunghezza A relativa al tirante e quella relativa al-
I’elemento inflesso. A tal fine va osservato che le equazioni (47') e (50) presentano
struttura perfettamente eguale salvo che per i valori assunti dai relativi coefficienti di
tgh oA e di (1 — 1/cosh oA). Dei due coefficienti quello a fattore di tgh oA risente mol-
to di piu della differenza tra tirante ed elemento inflesso rispetto al coefficiente a fat-
tore di (1 —1/coshgl). Risulta infatti

XN « M
dx ON d& (Y
nel senso che la prima quantita ha ordine di grandezza almeno cinque volte minore

della seconda. Molto piti vicine tra di loro sono invece le quantita

(52)

O'Jﬂ\](o) Oij(O)
no , °N no .,

(53) Em

La prima ¢ infatti pari ad 1 e la seconda risulta invece minore di 1 ma poco discosta
da 1. Di conseguenza, atteso il carattere dominante del coefficiente di tgh g4 nella so-
luzione della (47') e della (50), se per il caso del tirante il valore (1) ¢ tale da soddi-
sfare alla (47'), nel caso dell’elemento inflesso, in conseguenza del fatto che il coeffi-
ciente di tgh oA & ora pit grande di quello relativo al caso del tirante, solo una quantita
(04)}7* sensibilmente minore di (04)§ & soluzione dell’omologa (50). Risultera allora, a
parita di altri fattori,

(54) (0} < (A%,
Poiché d’altra parte ¢ ancora

(55) OM>0ON
risultera senz’altro

(56) Au<iy.

Le lesioni per ’elemento inflesso dovranno quindi risultare sensibilmente pit rav-
vicinate di quelle relative al caso del tirante. Tale risultato & pienamente confermato
dalle esperienze [2-4, 7].

EseEmPI NUMERICI

In quanto segue si effettuano delle valutazioni della distanza A tra le lesioni sia per
il caso del tirante che della trave inflessa. Il calcolo ¢ effettuato con riferimento ad un



SULLA FLESSIONE ELASTICA DELLE TRAVI IN C.A. IN PRESENZA DI FESSURAZIONE 63

cls di media resistenza con R, = 300. La resistenza a trazione del cls ¢& fissata pari a
0 4 = 26,1 kg/cmq. Si assume inoltre E, = 2.060.000 kg/cmq e, sulla base delle prece-
denti valutazioni, 7, =30 kg/cmq e G = 2333 kg/cmq.

— 1l tirante

Sezione tirante: 30 cm X 30 ¢cm; armata con 4.¢16 A, = 900 cmq; A, = 8,04 cmgq;
N=26638 kg; 0,4(0)=3313 kg/cmq; d?0%=0,0103; 0 y=0,0634 cm~'; sinh o yA=
=2,4679 onA=1,6352; A =25,8 cm.

Sezione 30 cm X 30 cm; armata con 4.920 A, =900 cmq; A, = 12,57 ecmq; Ny=
=28411kg; 04(0) =2260 kg/cmq, d? 0% =0,0110; oy =0,0523 cm™'; sinh o y4 =
=1,6302; oA =1,265; A =24 cm.

Secondo I'Eurocodice 2 per la sezione armata con 4.¢16 risulta, con un coprifer-
ro di 2,8 cm: 4 =22 cm mentre per la sezione armata con 4 ¢20 risulta A =
=19,3 cm.

— L’elemento inflesso

Sezione 30 cm X 40 cm armata con 4 ¢ 16 inf. (u = 0,0067).

Sezione completa: A;; = 1320,63 cm?; x, = 18,17 cm; [,; = 203.846,86 cm”.

Sezione di solo cls: x, =20 cm; | = 160.000 cm*.

Sezione parzializzata: x, = 25,64 cm; | = 108.919,95 cm*; xm=0531; &E,=0,3468;
d?0%=0,0139; 0, =0,0736cm™'; 0 yA =0,69; 1 =9,3 cm.

Secondo I'Eurocodice 2 per la sezione armata con 4 ¢ 16 con un copriferro di
2,8 cm, risulta A =83 cm.

Sezione 30 cm X 40 cm armata con 3 ¢ 20 inf. (u« = 0,0079).

Sezione completa: A,;; = 134137 cm?; x, = 17,89 cm; J,; = 210.588,78 cm*.

Sezione di solo cls: x, =20 cm; ] = 160.000 cm*.

Sezione parzializzata: x, = 24,73 cm; | = 122.064,58 cm*; xm=0,617; &)= 0,3816;
4203, =0,0147; 0= 0,0605 cm™'; 0,4 =0,611; A =10,1 cm.

Secondo I'Eurocodice 2 per la sezione armata con 3 ¢ 20 e con un copriferro di
3 cm, risulta A = 8,8 cm.

5. AMPIEZZA DELLE FESSURE

Si procede ora alla valutazione dell’ampiezza Ay delle fessure. Questa & ottenuta
come

(57) Ay = —2[w,(0) —w,(0)].

Si calcola esplicitamente la (57) facendo riferimento alla distanza 4 tra le lesioni. Si
ha d’altra parte

(58) w,(2) = [e0)de+C  wy(2) = [e,(6)ds+D

0 0

dove le dilatazioni ¢, ed ¢, dell’acciaio e del cls si valutano dalla integrazione delle
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funzioni o,(z) e 0,(z) e dove ora &
(59) 0o=0ul2.

Le costanti C e D che figurano nelle (58) vanno determinate imponendo le
condizioni

(60) w,(A/2) =w,(A/2) =0.
Ad integrazioni effettuate si ha allora in particolare
_1 AT 1\ _
61 w(0) = deM(1 cosh@o) o.(0)((1 5M>tgh00+§90)]
e quindi
_ A [ _A4r, B 1
(62) A= 5| .(0) 1806, ESdSQM(HXM)(l cosh@o)]

valida per M = M;. Dalla (62) il calcolo dell’ampiezza delle fessure viene svolto molto
semplicemente. In tale valutazione & decisiva la quantita €,(0) 4.

6. L’EQUAZIONE DIFFERENZIALE DELLA FLESSIONE DELLE TRAVI IN C.A.
IN PRESENZA DI FESSURAZIONE

Le barre tese corrono con continuita lungo il bordo inferiore della trave. La loro
deformazione & quella che determina I'inflessione dell’elemento. Le fibre di cls, pit o
meno tese, si interrompono infatti in corrispondenza delle lesioni e la loro deforma-
zione, che comporta il loro slittamento rispetto alle barre, non produce ulteriore al-
lungamento delle barre stesse. Alla sollecitazione o ,(z) nell’acciaio alla distanza z dal-
la sezione fessurata corrisponde la dilatazione ¢,(z). Solo a tale deformazione delle
barre, continue nella trave, corrisponde la curvatura dell’elemento alla ascissa z. La va-
riazione d¢ di rotazione della sezione dell’elemento all’ascissa z risulta quindi
e,(2) dz

Xs

(63) dp = —

e la curvatura locale dell’elemento ¢& ottenuta come (fig. 5)

dp . &.(2)
d—z(Z)— 3 .

La curvatura locale varia con z cosi come ¢,(z) essendo X, costante. La curvatura
locale della trave fessurata & pertanto fluttuante intorno alle lesioni.

Procediamo ora alla valutazione della curvatura 7zedia della trave nella zona com-
presa tra due lesioni contigue, mediando i valori delle curvature locali (64) nelle varie
sezioni. La curvatura media del concio fessurato sulla lunghezza A tra due lesioni adia-
centi vale allora

(64)

A2

(65) Wu_ 2
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‘ Xj(Z}
4
b XsiZi

A L
42
Es(Z}dz
Fig. 5.
Essendo d’altra parte
A2
(66) [ e.(2) dz= —w,(0)
0
con la (65), ricaviamo
dg,, 2 w/(0)
6 == .
67 & 1w

Utilizzando infine la (61) risulta quindi

(68) d‘p”f:—ﬂ[u—gmtghl%% 4T 1 (1— 1 )

dz E.] 00 diom Ex,0, cosh 6

La curvatura media dell’elemento tra le fessure & d’altra parte collegata alla funzio-

ne abbassamento medio »(z) attraverso la relazione

d(pm _ dZU

dz dz?

e I'equazione cercata della linea elastica della trave inflessa fessurata in c.a. prende

(69)

quindi la forma

o I B tgh 6, 47, 1 _ 1
(70) Ett]?_ Mj (1—E&wm) 7, +& +deM m_cﬁo(l coshQO)'

Se poniamo

= ]i]he M= ;rl (1_ o )
(1—&y) 89 0+§ nx;Uo a;0 M cosh U o
0
I’equazione della linea elastica allora diventa
2
(72) EJo L2 = —M(z) + M,.

dz?

In conclusione puo allora dirsi che I'elemento fessurato di trave in c.a., della lun-
ghezza pari ad almeno la distanza A tra le fessure, mediamente si incurva come se aves-
se una rigidezza flessionale costante pari a E,,J®, dove E,, ] ¢ la rigidezza flessionale
della sezione di solo cls e la quantita @ ¢ il coefficiente fornito dalla prima delle (71), e
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come se fosse sollecitato, oltre che dalla coppia flettente M(z) dipendente dai carichi e
dalle reazioni dei vincoli, anche dalla coppia M, di verso opposto a quello di M(z) e
costante lungo la trave, fornita dalla seconda delle (71).

6.1. Un'applicazione al calcolo dell’inflessione di una trave in c.a. appoggiata agli estre-
mi e soggetta ad un carico uniforme.

Si consideri la trave in c.a. appoggiata agli estremi e di luce L. La trave & sottoposta
al carico uniformemente distribuito ¢ (fig. 6). Con gli assi indicati in figura le estremita
della trave sono localizzate alle ascisse z=0 e z=L. Il momento flettente & quindi
rappresentato dalla funzione
(73) M) = ZAL-2).

La trave ¢ per ipotesi dotata di sezioni ed armature costanti lungo la sua lunghezza
ed My ¢ il relativo momento di fessurazione, valutato con la (5). La trave si suddivide
in tre diversi tratti. In quello centrale la trave & infatti fessurata, mentre nei due tratti
laterali di lunghezza d, per essere M(z) < M;, le sezioni sono integre. La lunghezza d
dei due tratti laterali non fessurati & definita allora dalla condizione

(74) M= gd@ —d).
Poiché deve essere 0 < d < L/2, risulta
(75) d=%¢[r—yﬁ—8My¢P]

Nei tratti laterali non fessurati 'equazione della flessione della trave & quella tradi-
zionale. Se allora v, (z) ¢ la funzione abbassamento dell’asse della trave in tali tratti, es-
sa dovra soddisfare all’equazione

(76) E,Juvi=—-M(z) (0<z<d)

dove J,; indica il momento di inerzia della sezione non fessurata, complessivo del con-
tributo dell’acciaio. Nella zona centrale fessurata, se v,(z) indica la funzione abbassa-
mento della trave, in conformita alla (72), si ha invece I'equazione

(77) E,J®v; = —M(z) + M, (dsz<L/2)

dove @ e M, sono le quantita espresse dalle (71). Il tratto fessurato della trave, si in-

Chbbdbbtdibibiotiied)9
fay £
—-_—u’z

L2 L2

L4

Fig. 6.
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flette pertanto come se avesse rigidezza costante pari a E,, J® e venisse sottoposto, ol-
tre che alla distribuzione di momento flettente M(z), dipendente dai carichi e fornito
dalla (73), anche ad un momento costante M, di segno opposto ad M(z). Quest’ultima
azione flettente viene quindi realizzata dall’applicazione alle estremitd dell’elemento
fessurato di due coppie M, negative e quindi tendenti a produrre fibre tese superiori.
E immediato riconoscere che le funzioni »,(z) e v,(z) sono rappresentate come

3

(78) v (z) =Bz— ———— 1255;]14 (L—2/2)
_ MO _ q |:L3 2 _ :|

(79) Uz(Z) =H+ WZ(Z L) + mz 7 Z (L 2/2)
dove le costanti B ed H vengono ricavate imponendo le condizioni di raccordo
(80) Z)l(d) :Uz(d) Z)l, (d) :Z}z, (d)
A calcoli effettuati risulta allora

_ gL* M, (LZ_ 2)_ g’ (11 3

) /= 384 E,]J® ZEC,]¢ 4 d 12E, ( Jo  Ju ) (2L 2 d) '

Ad esempio la trave abbia luce L = 6.00 m e sezione 30 cm X 40 cm armata con
4.¢ 16 inferiori. Il carico ¢ & pari a 1500 kg/m. La resistenza a trazione del cls sia 0, =
= 26,1 kg/cmq ed il modulo di elasticita istantaneo del cls risulti E,, = 300.000 kg/cmq.
Si ha allora, per la sezione complessiva integra, A, = 1320,60 cmqg, x;,= 18,17 cm e
J.4=203.846,86 cm*. Per la sezione fessurata X,=25,64 cm, J=108.919,66 cm*. Per la
sezione di solo cls: J=160.000 cm®. Il momento di fessurazione vale M,=2927,6kgm
e la distanza d risulta d = 74,25 cm. Si ha poi @ = 0,698, M, = 481,76 kgm. La freccia
al centro della trave risulta quindi = 0,69 cm. Le ACI 318-71, sulla base di una lunga
esperienza statistica, hanno elaborato una formula empirica che individua il momento
di inerzia medio J,,. da assumere per il calcolo elastico delle inflessioni delle travi in
c.a. sotto i carichi di esercizio g. Il momento di inerzia medio effettivo J,,, da assumere &

Mf 3 _ Mf 3
(82) ]me: ﬁ ]z’d+] 1- M

dove J;; e ] sono i momenti di inerzia della sezione integra e fessurata della trave, M, il
massimo momento flettente nella trave nella condizione di carico per cui ¢ richiesto il
calcolo dell'inflessione e My il momento di fessurazione. I valori del momento di iner-
zia |, forniti dalla (82) risultano efficaci nella valutazione pratica delle inflessioni del-
le travi sotto i carichi di esercizio.

Applicando la (82) al calcolo della freccia della trave appoggiata nell’esempio
precedente, si ha: sezione 30 cm X 40 cm armata con 4 ¢ 16 inferiori. [;=
=203.860,35 cm®, T=108.895,30 cm*, M;=2927,6 kgm, M, = 1500 X 6,0%/8=6750 kgm,
M;/M,= 0434 risulta: ], = (0. 434)3 X 203.850,23 + [1—(0,434)’1 % 108.895,50 =
=116.642,62 cm” e pertanto £ = 0,72 c¢m, in buon accordo con la valutazione della frec-
cia effettuata con la (81).




68

(1]

(2]
B]

(4]

Bl

(6]

[7]

[8]

9]

[10]
[11]

[12]

[13]

M. COMO

BiBLIOGRAFIA

AMERICAN CONCRETE INSTITUTE, Building Code Requirements for Reinforced Concrete. ACI Standard,
318-71, American Concrete Institute, Detroit 1971.

R. Park - T. Pauray, Reinforced Concrete Structures. J. Wiley, New York 1975.

ComiTE EURO-INTERNATIONAL DU BETON, CEB - Manual of Cracking and Deformation. Bull. n. 158 E;
1985.

R. Favre - A. W. Beesy - H. FALKNER - M. KoprNA - P. SchiessL, Cracking and deformation. Comité
Euro-International de Béton (CEB), Federal Institute of Technology, Lausanne (Switzerland)
1985.

1 e 2, Part 1 and 1.1, ENV 1991 e 1992.

E. Cosenza - C. Greco, I/ calcolo delle deformazioni nelle strutture in cemento armato. CUEN Edit.,
Napoli 1991.

A. GuaLl - R. Favre, Concrete structures: stresses and deformations. E & FN Spon, 2nd ed., London
1994.

DD.MM., Norme tecniche per il calcolo, I'esecuzione ed il collaudo delle strutture in cemento armato,
normale ¢ precompresso e per le strutture metalliche. G.U. n. 29, 5.2. 1996.

ACI, Committee 435, Deflection of Reinforced Concrete Flexural Members. ACI Journal, v. 63, n. 6,
1996.

G. Tonioro, Tecnica delle costruzioni. Ed. Masson, Milano 1997.

P.G. MaLERBA, Analisi limite e non lineare di strutture in calcestruzzo armato. Collana di Ingegneria
Strutturale n. 10, CISM, Udine 1998.

AJ. Bigay, Bond behaviour of deformed bars in NSC and HSC, part I and II. Stevin Report, Delft Uni-
versity of Technology, 1999.

P.G. GAMBAROVA et al., Aderenza armatura-calcestruzzo e fessurazione longitudinale per barre di pic-
colo diametro. Studi e Ricerche, v. 14, Scuola di Specializzazione in c.a., Politecnico di Milano,
1997.

Pervenuta il 25 giugno 2002.

Dipartimento di Ingegneria Civile

Universita degli Studi di Roma «Tor Vergata»
Via della Ricerca Scientifica - 00133 Roma
como(@uniroma?2.it



